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摘摘摘 要要要

相和相变的研究是凝聚态领域的重要课题。关于自旋模型的研究对人们认

识新的相起到了重要的作用。一维的模型由于量子涨落较大，更容易表现出新

奇的相。同时，一维的模型也更容易严格求解。因此对一维量子模型的研究是

凝聚态领域的一个重要方面。海森堡链是一类常见的一维量子模型。关于半整

数自旋的反铁磁海森堡链，我们知道有著名的Lieb-Schultz-Mattis定理：一维

半整数的反铁磁海森堡模型的激发，一般不存在能隙，如果有能隙一定是破坏

了某种离散的对称性，使得基态变得简并。对于整数自旋的反铁磁海森堡链，

我们知道有著名的AKLT（Affleck, Lieb, Kennedy and Tasaki）模型。AKLT模

型的基态没有破坏体系的任何对称性，但是我们可以定义非局域的序参量来描

述这个相。虽然体内的激发存在能隙，但对于开放的AKLT链在两端存在无能

隙的激发，即所谓的边缘态。后来的研究表明AKLT的基态破坏了某种隐藏的

对称性。

Haldane通过研究一维反铁磁海森堡模型的低能有效模型：非线性σ模型，

提出了著名的Haldane猜想。他指出整数和半整数自旋的反铁磁海森堡模型的

基态存在本质区别。整数自旋的反铁磁海森堡链的激发存在能隙，基态的关联

函数随着距离增加指数衰减。而半整数反铁磁自旋链的激发无能隙，基态的关

联函数随着距离幂次衰减。在非线性σ模型中有一个拓扑项（Θ term），正是这

项的存在导致了半整数情况下能隙的关闭。

一直以来，我们认为朗道对称性破缺理论可以描述所有的相和相变。但是

后来人们发现了朗道理论不能解释的拓扑序。最近，文小刚等人引入量子信息

里纠缠和局域幺正变换的概念，将所有的有能隙的相进行了分类。这样的分类

加深了我们对于序的理解。

数值方法在模型求解中有着重要的作用，因为能够严格解析求解的模型

很少。密度矩阵重正化群方法是一种能够精确求解一维模型的方法。本质

上，密度矩阵重正化群方法给出的基态是一类叫作矩阵乘积态的态。从纠缠

熵的角度，矩阵乘积态可以严格的描述一维短程相互作用的量子模型的基态

（如AKLT模型的基态就可以严格的写成一个维度为3的矩阵乘积态）。这也是密

度矩阵重正化群能够给出一维模型的精确基态的原因。如今，随着量子信息的



ii 一类一维量子模型的研究

各种思想和概念逐渐融入凝聚态领域，很多基于张量网络态（矩阵乘积态是张

量网络态在一维的例子）的算法被提出，数值结果表明这是一类很有潜力的算

法。

本文分为两部分。第一部分，通过将自旋在球面上的磁平移定义推广到环

面，我们得到了不同于SU(2)的对称群的生成元。通过新的生成元算符，我们

构造了一个类似海森堡模型的一维模型：Quantum Torus Chain。首先，我们

详细的分析了它的对称性，根据对称群的表示给出了所有可能的能级简并度。

然后我们利用精确对角化，密度矩阵重正化群和基于矩阵乘积态的时间演化块

消减算法详细的研究了m = 3（m是模型中一个类似于自旋大小的参数）的相

图。在不同区域我们发现了有能隙相和无能隙相。对于有能隙的相，我们发现

了基态都因破坏了体系的对称性而简并。这和文小刚等人关于一维体系分类

的结果相吻合。对于临界相，我们通过纠缠熵和链长的关系S ∼ c/6 log(L)拟

合出了对应的共形场论的中心荷（c）。数值结果表明，在两个临界相，中心

荷都为2。小尺寸的精确对角化的结果往往能给出临界体系对应的共形场的

信息。但在Quantum Torus Chain中，由于较强的有限尺寸效应，我们没能最

终确定临界相对应的共形场。在相图中我们发现了两个一级相变点和一个连

续相变点。在发生连续相变的点，能量的二级导数没有出现奇异。因此我们

判断这是一个Kosterlitz-Thouless类型的相变。最后，我们将m = 3的Quantum

Torus Chain的低能有效模型用S = 1的自旋算符表述。对应的模型相比Lai-

Sutherland模型多出一项。Lai-Sutherland模型具有SU(3)对称性。它严格可解，

低能激发对应的共形场是c = 2的SU(3)1的Wess-Zumino-Novikov-Witten模型。

我们期待在自旋1的表像下研究临界相的低能有效理论能够最终确定其对应的

共形场。

在第二部分我们提出了一种在量子化学的密度矩阵重正化群计算中优

化Hartree-Fock轨道的方法。密度矩阵重正化群方法在提出后不久，就被应用

到了量子化学的计算中并显示了很高的计算精度。在密度矩阵重正化群的计算

中，由于计算资源有限，能够处理的Hartree-Fock轨道的数目也有限。通过不

断的对轨道作幺正变换，我们能够在数目较大的Hartree-Fock轨道中选择出给

定数目下，基态能量最低的轨道。

我们利用新的方法研究了单个水分子的基态，在172个Hartree-Fock轨道

基矢下选取61个优化轨道，得到了水分子的精确基态能量。得到的结果与利
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用92个轨道的蒙特卡洛和耦合簇展开的结果可以比拟。这种轨道优化的方法不

仅仅局限于密度矩阵重正化群的计算，我们可以将得到的优化的轨道作为其它

的量子化学方法（例如精确对角化）的输入，从而得到更精确的基态。

关键词： 量子相和量子相变，自旋，磁平移，密度矩阵重正化群，矩阵乘积

态，量子化学





Abstract

Phase and phase transitions are important issues in condensed-matter physics.

The researches on spin models play an important role in the understanding of

new phases. For the large quantum fluctuation, one dimensional systems usually

show exotic behavior. Moreover, some one dimensional models can be solved

exactly. Heisenberg chain is a widely studied model. For the half integer antifer-

romagnetic Heisenberg spin chain, we have the well-known Lieb-Schultz-Mattis

Theorem: the excitation should be either gapless or gapped due to the breaking of

some discrete symmetry and the ground state is degenerate. The AKLT( Affleck,

Lieb, Kennedy and Tasaki) model is a well-known example for the integer spin

chain whose ground state is known exactly. Its ground state doesn’t break any

symmetry of the model. However, we can still define a non-local order parameter

to characterize it. Though the bulk excitation is gapped, at the boundary, the

excitation is gapless. Further study shows that the ground state breaks some

hidden symmetry of the system.

By studying the low energy effective model of the one dimensional antifer-

romagnetic Heisenberg model: non-linear sigma model, Haldane proposed the

famous Haldane conjecture: The ground state for half integer and integer anti-

ferromagnetic Heisenberg chain are different. The excitation for integer chain is

gapped and the correlation in ground state decays exponentially with distance,

while the excitation for half-integer chain is gapless and the correlation in ground

state decays algebraically with distance. The close of gap in the half-integer chain

is due to the presence of the topological Θ term in the non-linear sigma model.

For a long time, we believed all phases and phase transitions were described

by Landau symmetry breaking theory. But new topological orders beyond Lan-

dau theory were found. X. G. Wen and his collaborators proposed a classification

for all the gapped phases by introducing the concept of entanglement and non-

local unitary transformations from quantum information. This classification gives

us a systematic and deeper understanding of topological orders.
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Numerical methods are crucial for the solution of models because there are

only a small amount of models which can be solved analytically. DMRG(Density

Matrix Renormalization Group) is a method by which we can get the ground state

of one dimensional system with very high accuracy. The underlying structure for

the wave functions got by DMRG is a class of states called MPS(Matrix Product

State). MPS can capture the entanglement of one dimension system exactly

(The ground state of AKLT model can be rigorously represented by a MPS

with dimension 3). This is the reason why we can get precise ground state for

one dimensional system with DMRG. Now, with the combination of quantum

information and condensed matter physics, many new numerical methods based

on tensor network state( MPS is the one dimension tensor network state ) are

proposed. The precise results got by these methods indicate they are promising.

There are two parts in this thesis. In the first part, by extending the mag-

netic translation definition of spin, we introduce a new one dimension Heisenberg-

like model: Quantum Torus Chain. First, we explore the symmetry of the model

and figure out all the possible degeneracy for the energy levels from the repre-

sentations of the symmetry group. Then we study the phase diagram for m = 3(

m is a parameter in the model similar to the value of spin in Heisenberg model)

case by Exact Diagonalization, DMRG and the infinite time-evolving block dec-

imation method. We find both gapped and gapless phases in the phase diagram.

For all the gapped phase, the ground states are degenerate due to the break-

ing of discrete symmetry which are self-consistent with Wen’s theory. We get

central charge for the two gapless phase by the scaling of entanglement entropy

with the length of the chain: S ∼ c/6 log(L). For the huge finite size effect in

the model, we can’t determine the conformal field theory for the critical phase

from the exact diagonalization data. We find two first order and one continuous

phase transitions in the phase diagram. The continuous transition is Kosterlitz-

Thouless type for there is no singularity in the second derivative of the ground

state energy with respect to the parameter θ. At last we write down the low

energy effective hamiltonian by the S = 1 spin operator. It is related to the Lai-

Sutherland model by adding an extra term to it. The Lai-Sutherland model has

SU(3) symmetry and is exactly solvable. The low energy effective conformal field
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theory for it is the Wess-Zumino-Novikov-Witten model. We expect to pin down

the conformal field theory for the critical phase of the Quantum Torus Chain by

the study of the low energy effective hamiltonian .

In the second part, we propose a method to optimize the Hartree-Fock orbital

when applying DMRG for quantum chemistry calculation. Shortly after White

proposed the DMRG method for one dimension lattice system, he extended it to

the quantum chemistry calculation and demonstrated its potential in this field.

With the limited resource, the number of Hartree-Fock orbital we can handle is

small. With the proposed method, we can pick out a part of orbital in which

the ground state energy is lowest from a large amount of orbital if the number

of orbital is fixed.

We study the ground state of water molecular as a benchmark. The ground

state energy we get by picking out 61 optimized orbital form 172 orbital is com-

parable with that got by quantum monte carlo and coupled cluster method with

92 orbital. This method is not limited to DMRG calculation. The optimized

orbital can serve as input of other quantum chemistry method and the result

should be more accurate.

Keywords: quantum phase and quantum phase transition, spin, magnetic

translation, DMRG, MPS, quantum chemistry
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第第第一一一章章章 引引引言言言

1.1 量量量子子子相相相和和和量量量子子子相相相变变变

对于相和相变的研究一直是物理领域的重要的课题。朗道（L. D . Landau）

提出的基于对称性破缺的二级相变理论[1, 2]指出可以通过体系的对称性来区分

不同的相。体系由高对称性相变化到低对称性相时，自由能二阶导数存在奇异

性，体系会发生相变。描述超导的唯象理论：金兹堡-朗道（Ginzburg-Landau）

理论[3]，就是二阶相变理论的成功例子，至今仍然是研究超导现象的一个重要

工具。

一维的体系相对高维体系量子涨落更强，更容易出现不同于经典的相。

一维的反铁磁海森堡模型是研究较广的体系，一方面，它比较简单，另一方

面，存在一些严格求解的例子。自旋1/2的各向同性反铁磁海森堡模型可以利

用Bethe-Ansas方法严格求解[4]。它的基态没有长程序，关联函数是幂次衰减

的，表现出准长程序的行为，体系的激发无能隙，携带1/2的自旋，叫做自旋子

（spinon）[5]，以区别于携带自旋数为1的自旋波的激发：磁振子（Magnon）。

对于自旋1/2的链，我们知道还有一个严格可解的模型: Majumdar-

Ghosh模型[6]，哈密顿量为：

HMG =
N∑
i=1

(Si.Si+1 +
1

2
SiSi+2) (1.1)

其中i是一维链中的编号为偶数的点。我们通过分析可以知道这个体系的基态

可以表示如下：

|d⟩± =

N/2∏
n=1

1√
2
(| ↑2n↓2n±1⟩ − | ↓2n↑2n±1⟩) (1.2)

这两个态是相邻的自旋组成的自旋单态的直积态。他们通过平移算符连接起

来。体系的能级在这两个基态之上有一个有限大小的能隙。我们注意到基态破

坏了体系的平移不变性。

Lieb等人推广了Marshall定理[7]，得到了著名的Lieb-Schultz-Mattis定理[8,

9]：一维的半整数的反铁磁模型，基态一般是无能隙的，如果有能隙一定
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是破坏了某种离散的对称性（连续对称性破缺会导致无能隙的的激发：

Goldstone模），从而使得基态变得简并。自旋1/2的各项同性的海森堡模型

和Majumdar-Ghosh模型正是分别对应着Lieb-Schultz-Mattis定理的两种情况。

早在二十年前，人们就发现在一个一维的严格可解的自旋S = 1的模型：

AKLT模型。对应的哈密顿量为：

HAKLT =
∑
<ij>

[SiSj +
1

3
(SiSj)

2 +
2

3
] (1.3)

它的基态是所谓的价键固态（Valance Bond Solid）。S = 1的自旋可以看成由

两个S = 1/2的自旋耦合而来。将所有相邻的1/2自旋组成一个自旋单态，即形

成了价键固态。虽然价键固态没有破坏任意的对称性，但是人们发现在价键

固态中存在一种隐藏的序（Hidden Order），可以通过定义一个非局域的序参

量:弦序（String order）[10–14]，来描述这类序。传统意义上的序参量往往是

描述体系局域性质的量，但是弦序却是描述体系整体性质的序参量。从价键固

态的构造过程可以看出，对于开放边界条件的一维链，在它的边缘存在着自由

的1/2自旋，这对应着体系无能隙的边缘激发，尽管在体内的激发存在有限大

小的能隙。后来的研究表明虽然固态价键态没有显式的破坏哈密顿量的对称

性，但是破坏了体系隐藏的Z2 × Z2的对称性[15, 16]。

以往人们认为所有的相和连续相变都可以用朗道对称性破缺理论来理解

（如晶体的分类，二维Ising模型的有限温相变，铁磁性等）。但是最近发现事实

并非如此。越来越多的朗道理论无法解释的相被发现（如不同的分数量子霍尔

态就不能通过对称性破缺理论来解释）。

最近文小刚及其合作者基于张量网络态（Tensor Network state），从量子

纠缠和局域幺正变换的角度出发，对有能隙的相作了一个详细的分类[17–21]。

具体的结论如下：

对于有能隙的体系，如果不考虑任何的对称性，所有的相可以分为两类：

短程纠缠态和长程纠缠态。

1. 短程纠缠态是所有能够通过局域的幺正变换变到直积态的态。所有的短

程纠缠态都可以通过局域的幺正变换相互变换，因此在不考虑对称性的

情况下所有的短程纠缠态属于一个相。

2. 长程纠缠态是一类不能通过局域的幺正变换变到直积态的态。所有能过

通过局域的幺正变换相互转化的态属于同一个相，而不能通过局域幺正
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变换转化的态属于不同的相。这些态正是所谓的有拓扑序的态。如分数

量子霍尔态，手征自旋液体，Z2 自旋液体，非阿贝尔的分数量子霍尔态

等等。对于拓扑序的分类涉及到的数学是张量范畴理论（tensor category

theory）。

对于考虑对称性的有能隙的态，则有更多的可能性。

1. 短程纠缠的态不再属于同一个相。传统的朗道对称性破缺理论给出的不

同的相的分类属于短纠缠态这一类。除此之外还有更重要的一类相，它

们不破坏体系的任何对称性。Haldane相和拓扑绝缘体正属于这一类。这

一类相超出了朗道的对称性破缺理论，我们将它们叫做对称性保护的拓

扑相（symmetry protected topological phase）。通过对应体系的对称群的

上同调群（Second Cohomology group），可以将不同的对称性保护的拓扑

相进行分类。

2. 对于有对称性的长程纠缠态，相的种类要比没有对称性时丰富。我们将

这一类相叫做对称性扩充相（Symmetry Enriched Topological Phases）。

投影对称群（Projective Symmetry Group）可以用来研究这一类相。至

今还没有对这类态比较系统的认识。

具体到一维的自旋体系，文小刚等人发现在一维的情况下没有长程纠缠的

有能隙的态。他们对有所有有能隙的相做了一个完整的分类。

如果不考虑平移对称性，

1. 如果不考虑对称性，所有一维的有能隙的态都属于同一个相，它们之间

可以通过局域的幺正变换联系。

2. 在考虑对称性的情况下，如果体系格点上的对称群是G，格点上的物理

状态构成G的线性表示，则所有没有对称性破缺的态可以通过G的上同调

群H2(G,C)中的等价类来分类。

3. 在考虑对称性的情况下，如果体系格点上的对称群是G，格点上的物理状

态构成G的投影表示，则所有没有对称性破缺的态同样可以通过G的上同

调群H2(G,C)中的等价类来分类。
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如果考虑平移对称性

1. 如果不考虑其它对称性，所有一维的平移不变的有能隙的态都属于同一

个相。

2. 如果体系格点上的对称群是G，格点上的物理状态构成G的线性表示，则

所有没有对称性破缺的态可以通过G的上同调群H2(G,C)中的等价类和所

有群G的一维表示来分类。

3. 如果体系格点上的对称群是G，格点上的物理状态构成G的投影表示，则

不存在不破坏任何对称性的有能隙的态。

文小刚等人的分类指出了传统意义上的朗道对称性破缺相和拓扑相的区

别。同时在这个框架下也能理解各种拓扑序的不同，加深了我们对于量子相和

量子相变的认识。

1.2 密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群方方方法法法

密度矩阵重正化群（Density Matrix Renormalization Group）是S. R.

White在1992年提出的求解一维量子模型的数值方法[22, 23]。它是在数值重

正化群（Numerical Renormalization Group）的基础上发展而来。数值重正化

群是由K. G. Wilson提出的重正化群方法[24–26]。在具体计算时，每次系统由

上一步的系统和自身直积得到。为了保持体系希尔伯特空间的维数不变，需要

将直积基矢作截断。截断的标准是能量：将体系的哈密顿量对角化，仅仅保留

能量较低的态对应的基矢。重复这个过程直到物理量收敛即完成了数值重正

化的计算。K. G. Wilson利用数值重正化群方法成功的解决了一维的单杂质的

近藤（Kondo）问题。但是将其推广到一维的量子模型的求解时却发现求出的

基态精度不够高[27–32]。后来人们知道原因在于数值重正化群没能正确的处理

边界条件。我们知道，小尺寸下的体系的基态未必是大尺寸下基态的重要组

成部分。为了减少边界效应，向涛和G. A. Gehring提出了一种改进的数值重

正化群算法[33]。这个算法和传统的算法的不同在于每次新的系统是上一步的

系统和单个格点直积得到，而不是每次将系统与自身直积。这样做能够较好

的处理边界效应，同时也可以减小切断误差。因为此时只需要将希尔伯特空

间的维数从d ×D截断到D（D是在重正化中保留的状态数，d是每个格点上的
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粒子的状态数），而在传统的数值重正化群的过程中，每次需要从D2截断到D。

在1992年，S. R. White进一步在截断基矢时引入了环境的影响。提出了密度矩

阵重正化群算法。

密度矩阵重正化算法包含无穷链长算法和有限链长算法。在无穷链长算法

中，我们把一个大的体系分成两部分：系统和环境。每次我们在系统和环境中

间加入两个格点，构成新的总系统。利用极端本征值求解算法（如Lanczos 算

法）求得总系统的基态后，利用它构造出系统和环境块的约化密度矩阵。将约

化密度矩阵对角化，得到的本征态可以看成初始基矢经过幺正变换得到的新的

基矢。在截断的过程中，利用约化密度的本征值作为截断的判据：仅仅保留约

化密度矩阵本征值较大的D个值对应的基矢。重复上面的过程，直到体系的长

度达到设定的长度。此时我们可以进行有限链长的算法：每次系统块的长度增

加1，环境块的长度减少1，保持体系的总长度不变。通过反复的来回扫描可以

进一步的提高计算的精度。

对于具体模型的数值计算结果表明密度矩阵重正化群对于一维的量子体

系，特别是有能隙的开放系统，能够给出非常精确的基态[34]。现在，它已经

是处理一维量子体系的“标准”算法。通过后来的研究人们知道，实际上密度

矩阵重正化群算法求出的基态是一类叫做矩阵乘积态的态[35]。矩阵乘积态的

形式为：

|ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

(Aσ1Aσ2 . . . AσL)|σ1, . . . , σL⟩ (1.4)

在每个格点上，有一个依赖于格点物理状态|σ⟩ 的矩阵。当给定所有格点上的
状态σi，i = 1, 2 . . . , L 后，波函数|ψ⟩在这个基矢上的展开系数就是L个矩阵的
乘积（对于开放边界条件的体系，最左和最右边的矩阵分别是行矢量和列矢

量，对于周期性边界条件的体系，需要对最后得到的矩阵求迹）。可以证明，

价键固态的波函数就可以用矩阵乘积态的形式严格的表述，而每个点上的矩阵

的维数仅仅为3。

在量子信息和量子计算领域，纠缠是很重要的概念。一个简单的纠缠态的

例子就是自旋单态： 1
2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩)。我们不可能通过对单个格点的基矢作幺

正变换将自旋单态变成一个经典的直积态。纠缠熵是一种来衡量纠缠大小的

量。如果将一个体系分成系统和环境两部分，给定一个态|ψ⟩，求系统或者环
境的约化密度矩阵，它对应的冯.诺依曼熵就是态|ψ⟩在给定的划分下的纠缠熵。
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对于上文的自旋单态，由于只有两粒子，只存在一种划分方式，对应的纠缠熵

为log 2。

量子体系基态的纠缠熵有面积定律（Area Law）[36]。它指出对于只有短

程相互作用的体系，将它分成两部分时，系统和环境的纠缠只是线性的依赖于

它们的边界的尺度。对于d维的量子体系，如果线性尺度为L，纠缠熵满足

S ∼ Ld−1 (1.5)

如果体系是临界的（激发没有能隙），则通常会有对数修正项，即：

S ∼ Ld−1 logL (1.6)

对于一维的开放边界条件的体系，如果将其分成两个部分，纠缠熵就是一

个常数，因为两部分的边界只是一个点（维度为0）。如果体系是临界的，它们

之间的纠缠熵为S ≤ logL。而我们知道将一个矩阵乘积态描述的体系分成两

部分，他们之间的纠缠熵的上限是

S ≤ logD (1.7)

因此，从纠缠熵的角度，矩阵乘积态可以描述一维有能隙量子体系的基态。而

如果体系处于临界相，对于有限大小的系统，如果能够满足：

log(D) > c log(L) ⇒ D > Lc (1.8)

则矩阵乘积态也可以描述相应的体系的基态。

进一步我们可以知道，对于任意一个矩阵乘积态，我们都可以构造一个母

体哈密顿（Parent Hamiltonian），使得给定的矩阵乘积态是它的基态[37, 38]。

同时母体哈密顿量只包含局域的相互作用，没有阻错（Frustration Free），即

对应的基态能够使得哈密顿量中的所有的项的能量都能达到最低。母体哈密顿

量的激发是有能隙的，基态是唯一的或者是存在有限的简并。作为一个例子，

我们可以证明价键固态对应的母体哈密顿量就是AKLT模型。我们注意到，最

近Gonzalez等人证明了，对于给定的矩阵乘积态，同样可以构造另外一个哈密

顿量（Uncle Hamiltonian）[39]，它和母体哈密顿量有相同的性质，但是它的

激发却是无能隙的。一般情况下，我们认为如果基态的关联指数衰减，则体系

的激发有能隙，反之则无能隙。但是从上面的讨论我们可以看出，体系基态的



第一章 引言 7

性质和体系的激发没有必然的联系，因为同样一个矩阵乘积态，既可以作为有

能隙的哈密顿量的基态，也可以是无能隙的哈密顿量的基态。

上面的讨论告诉我们，矩阵乘积态能够严格的描述一维体系基态的纠缠。

因为利用密度矩阵重正化群算法得出的体系的基态本质上是一个矩阵乘积态，

所以密度矩阵算法也能严格描述一维体系基态的纠缠。这也正是利用密度矩阵

重正化群算法能够得到精确基态的原因。同时我们也能理解为什么在同样的保

留状态数下，研究临界体系时得到的基态的精度不如有能隙体系基态的精度

高。因为临界体系的纠缠熵比有能隙的体系要大，为了精确表述临界体系，保

留的状态数也应该增加。同时我们也能理解为什么开放边界条件相比周期边界

条件更容易处理。对于周期性边界条件的一维链，如果将它分成两部分，它们

之间的边界为两个点，而对应的开放边条件则为一个点，因此为了达到同样的

精度，我们有：

Sp ∼ 2So ⇒ Dp = (Do)2 (1.9)

所以要达到同样的精度，周期性边界的体系的保留状态数应该为对应开放边界

条件的平方。

如今，随着量子信息领域的概念和思想与凝聚态领域的结合，各种基于

矩阵乘积态的算法被提出，能够处理各种问题。对于周期性边界条件，发展

了优于密度矩阵重正化群的算法[40–42]，基于MPS的变分的算法[40, 43]，能

处理连续体系和场的算法[44–46]，处理时间演化的算法[47–49]，处理有限温度

性质的算法[50]，能够处理基态的基于投影的无穷大时间演化块消减(infinite

time-evolving block decimation)算法[51, 52]。

对于二维体系的研究在凝聚态物理中有很重要的意义。例如与高温超导有

密切关系的t− J模型[53, 54]的求解对于最终理解高温超导机制有重要作用。而

二维的量子模型往往不能严格求解，因此对这些模型的求解是计算物理很重要

的课题。一般在利用密度矩阵重正化方法求解二维格点模型时，我们将二维的

格点进行排序，将它变成一维链，再利用一维的算法处理相应的体系[55]。向

涛等人提出了在处理二维问题时的直接做法，而不是把二维的体系变成一维的

链来处理[56]。这样能够在一定程度上提高计算的精度。随后S. R. White利用

密度矩阵重正化群算法尝试的处理了许多准二维（多条链）的体系[57–64]。但

是密度矩阵重正化群在求解这些二维的模型的时候没有显示出处理一维体系时

的精度。在[55]中，Shoudan Liang 和Hanbin Pang指出，密度矩阵重正化群方
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法在研究二维体系时存在着本征的困难。如果要使得数值精度在重正化过程中

保持不变，则需要保留的状态数随着格点的数目指数增长。

这从纠缠熵的角度能够很好的理解。对于二维体系（L× L），根据面积定

律，将体系分成两部分时的纠缠熵随着体系的线性尺度（L）增长。而密度矩

阵重正化群得到的态只能给出固定大小的纠缠熵。因此直接将密度矩阵重正化

群方法推广到二维有着本征的缺陷。

但是将矩阵乘积态推广到二维，却是一个很自然的过程。矩阵乘积态向二

维的推广叫做投影纠缠对态（projected entanglement pair states）。在投影纠缠

对态中，每个格点上都有一个依赖于格点物理状态的张量。张量的阶数一般和

每个点的配位数相同。对于正方格子，就是一个四阶张量。给定一组所有格点

的构型，将所有相邻的张量的相同指标求和就能给出投影纠缠对态在这个基上

的展开系数。我们可以证明，在一个大的投影纠缠对态中取出一部分时，取出

的部分和剩余部分的纠缠熵是和取出部分的周长成正比。这表明投影纠缠对态

是一类满足面积定理的态。我们注意至今为止基于投影纠缠对态的算法得到了

很大的发展[65–70]。

1.3 一一一类类类新新新的的的模模模型型型：：：Quantum Torus Chain

对自旋模型的研究让我们加深了对量子态的认识，下面我们将自旋作一个

推广，提出一类新的模型。我们期待这类新的哈密顿量能够进一步扩充我们对

于量子态的认识。

磁平移的概念很早就被J. Zak提出[71]。在非零磁场的作用下，矢势不可能

在空间均匀分布。体系的哈密顿量不再是平移不变的，因此动量算符也不再是

体系的对称操作。但我们可以定义磁平移算符：

Tm(R) = exp[
i

~
R.(p+

e

c
A)] (1.10)

如果我们选取对称规范:

A = (B× r)/2 (1.11)

对于二维平面上的自由电子，我们可以证明，上面定义的磁平移算符和哈密顿

量对易。但是和普通的平移算符不同是，磁平移算符在R不同时并不对易：

[Tm(R1) T
m(R2)] ̸= 0, ∀R1 ̸= R2 (1.12)
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一般情况下，体系的基态构成其对称群的线性表示，但在有磁场的情况，

体系的基态往往够成的是相应对称群的投影表示。

现在考虑一个在球面上运动的自由电子，在球的中心放上一个磁单极子。

T. T. Wu和C. N. Yang[72, 73]在1970年代给出了这个量子力学问题的解。求解

这个体系的薛定谔方程，我们可以知道，穿过球面的磁通量子数2Q是量子化的

（取整数）。轨道角动量的取值是Q，所以除了整数外，它也可以取半整数。因

此在这个体系中轨道角动量和自旋的代数结构是一样的：都是SU(2)群的生成

元。体系的最低的朗道能级的简并度为2Q+ 1，构成了SU(2)群的S = Q的线性

表示，同时也是SO(3)群的投影表示。从这个例子可以看出，投影表示可以导

致量子数的分数化。

当我们将球面换成一个环面时，和球面一样，穿过环面的磁通量子数（m）

也是量子化的。对应体系的磁平移群变成了离散群：Zn × Zn群。体系的基态

够成了Zn × Zn群的投影表示。类似于自旋的三个生成元S
x，Sy，Sz，这个体

系的对称群的生成元是Ux和Uy，他们满足：

(Ux)m = I, (U y)m = I (1.13)

它们之间的对易关系是：

UxU y = ei2π/mU yUx, (1.14)

其中m是穿过环面的磁通量子数。类似于海森堡模型，假设一条链上每个格点

上都存在一个有磁场的环面，在环面上有一个自由电子，将相邻格点上的Ux，

U y算符耦合起来，我们可以构成一个新的一维模型：

H =
∑
i

(cos θ Ux
i U

x†
i+1 + sin θ U y

i U
y†
i+1 + h.c.). (1.15)

我们将它称为Quntaum Torus Chain，这就是本文中要研究的模型。

对于反铁磁的海森堡链，我们知道有著名的Haldane猜想[74, 75]：通过研

究反铁磁海森堡链的低能有效模型：非线性σ模型（Nonlinear Sigma Model），

Haldane发现整数自旋链和半整数自旋链的基态性质有本质的区别。整数自旋

的反铁磁海森堡链的激发是有能隙的，基态的关联函数指数衰减。而半整数的

反铁磁自旋链的激发无能隙，基态的关联函数是幂次衰减的。我们知道在非线

性σ模型中有一个拓扑项（Θ term），正是这项的存在导致了半整数情况下能隙
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的关闭。在这之后，大量的数值结果证实了Haldane猜想的正确性[34, 76–79]。

现在Quntaum Torus Chain也有一个参数m，我们想知道对于奇数和偶数的m，

是否存在着类似Haldane猜想的结果。这是我们研究Quntaum Torus Chain 的

动机之一。

我们对这个模型做了简要的分析，发现奇数和偶数m的情况下体系的基态

存在本质的区别。在θ = 0时，体系退化成一个经典的模型。对于m为偶数的情

况，基态没有阻错，为类似于Neel态的反铁磁态，简并度为m，激发存在有限

大小能隙。而对于m为奇数的情况，基态是无穷简并的，简并度为N ×mN−1

（N是链长），因此在θ = 0附近，m为偶数时，由微扰论我们知道，体系的激发

存在能隙；m为奇数情况下，基态的激发不能给出定论，但在有限的θ下，无穷

简并的基态将发生劈裂，我们预测此时体系的激发不存在能隙（m = 3的数值

结果证实了这一点）。

在具体的计算之前，我们详细的分析了Quantum Torus Chain模型的对称

性。根据对称群的表示，我们得到了体系可能的能级简并情况。同时我们知

道，在Quantum Torus Chain模型中，Ux和U y是可以通过离散的傅立叶变换互

相转换的，我们称之为对偶对称性。因此，体系在θ平面的相图关于一三象限

的对角线对称。

我们利用精确对角化，密度矩阵重正化群以及基于矩阵乘积态的无穷

大时间演化块消减算法对m = 3的Quantum Torus Chain进行了详细的研究。

因为Quantum Torus Chain模型在链长不为m倍数的情况下，所有能级都至少

是m重简并的。为了消除这种简并，我们必须取体系的链长为L = km（k是一

个正整数）。而我们知道，在传统的密度矩阵重正化群算法中，体系的长度都

为2k。为此，我们改变了传统密度矩阵重正化群方法中链长增长的方式，使得

每一步的总链长都是3k。

我们发现变化θ时，模型中既存在着有能隙相也有无能隙相。在不同的相

之间存在一级相变，也存在连续相变。

在0 < θ < π/2的区域，对于小尺寸的链长，我们做了精确对角化。我们发

现体系的能级在不同的链长下相对位置会发生变化。这表明在这个体系中，有

限尺寸的效应很明显。通过改进的密度矩阵重正化群方法，我们研究了体系的

激发。结果表明在热力学极限下，体系的激发是没有能隙的。同时，我们利用

无穷大时间演化块消减算法计算了体系的关联。我们发现Ux和Uy的关联都是
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准长程的。这和体系的基态无能隙是一致的。

一维的临界体系一般是可以用共形场论（Conformal Field Theory）来描

述[80–82]。我们知道对于开放的边界条件，如果切断出一段长度为l的部分，记

作A，共形场论给出纠缠熵的表达式为：

SA = (c/6) log
(
(2L/πa) sin(πℓ/L)

)
+ g + c0 (1.16)

其中c是对应的临界行为的中心荷。a是晶格中相邻两点的长度（我们设为1），

g是边界熵，c0是一个非普适的常数。在具体计算中，我们将体系从中间分成了

长度相同的两部分，即l = L/2，因此我们有：

SA ≃ (c/6) log(L) (1.17)

密度矩阵重正化群给出的结果表明体系的纠缠熵和体系长度的对数有很好的线

性关系。通过对它们的线性拟合，我们得到在临界区域0 < θ < π/2 的中心荷

为2。

因为θ = 0时，体系的基态是无穷简并的。在简并的基态上存在有限大小的

能隙。因此在θ = 0附近，将Quantum Torus Chain的哈密顿量投影到θ = 0时的

简并的基态空间，我们就能得到体系的低能有效模型。通过分析我们知道在低

能有效模型中存在着两个衍生的U(1)的对称性，对应于两个衍生的守恒量。我

们猜测这和体系的中心荷为2可能会有联系。

因为中心荷为2的共形场有很多种[83]。共形场论指出，对于周期性的一维

量子系统，体系的能级有如下的行为[84]：

E = E1L+
2πν

L
(− c

12
+ hL + hR) (1.18)

其中E1和ν是两个非普适的常数。c, hR, hL是由相应的共形场论给出。c是中心

荷，hR和hL表示能级：

hR = h
(0)
R +mR

hL = h
(0)
L +mL (1.19)

其中h
(0)
R/L是共形场论对应场的左右标度维度，mR/L是一个非负的整数。

对于基态，我们有：

EGs = E1L− 2πν

L

c

12
(1.20)
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如果我们将各个激发能级的值减去基态能，则有：

E − EGs =
2πν

L
(hL + hR) (1.21)

我们在上面通过纠缠熵和体系长度的拟合已经得到c = 2。我们通过对基态

能量对长度倒数的线性拟合，可得到ν的大小。

在共形场论中，标度算符是通过主要场（primary field）和它的衍生场来

分类。它们分别对应的总标度维度为hR + hL = ∆p和hR + hL = ∆p + n，n是一

个正整数。原则上我们可以从精确对角化的能级中确定主要场的∆p和与之相关

的一系列能级。但对于m = 3的Quantum Torus Chain我们很难从精确对角化

的结果中做出这样的结论。因为在前面我们看到，在有限尺寸链长的结果中能

级随着体系的长度变化有移动的行为，这说明在这个体系中有限尺寸的效应还

是很明显。在目前的情况下，我们只能算到L = 18的结果。因此，我们暂时不

能确定具体对应于临界区域0 < θ < π/2的共形场论。

同样，我们分析了π/2 < θ < 0.61π的区域。我们发现这区域体系也

是临界的。通过纠缠熵的拟合我们知道中心荷为2。我们通过分析知道，

在θ = 0 附近，体系的能级是关于E = 0对称的。所以当θ变成−θ时，体系
的能级不发生变化。这也能说明为什么体系在π/2 < θ < 0.61π（由于对

偶对称性，π/2 < θ < 0.61π和−0.11π/ < θ < 0表示同样的相）区域的临

界行为和0 < θ < π/2区域一致。在θ反转的时候会发生能级的交错，因此

在θ = π和θ = 0，体系会出现一个一级相变。数值结果也证实了这一点。

在0.61π < θ < 5π/4的区域，体系的基态是一个对称性破缺的铁磁相。基

态是3重简并的。同样，由于对偶对称性，体系在5π/4 < θ < 1.89π 具有同样的

性质。在连接两个相变的自对偶点θ = 5π/4，我们发现了一个一级相变。在这

个相变点，体系的激发有一个很小的能隙。我们通过密度矩阵重正化群方法详

细的研究了在这一点体系的基态的纠缠熵。在短尺度下，体系的纠缠熵和长度

的对数表现出线性的关系。继续增加体系的尺寸，纠缠熵会下降log 2，然后趋

向一个稳定的值。这说明体系的关联长度很长，和体系的激发能隙很小是自洽

的。同时，在正文中我们也通过分析不同的能级在这一点的交错行为，解释了

纠缠熵为什么会出现log 2的下降。

我们发现在m = 3时，在θ = 0附近的有效哈密顿量可以用自旋1的算符来
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表示：

H =
2

3
(α− β)

∑
<ij>

cos[
2π

3
(Si

z − Sj
z)] + β

∑
<ij>

[ŜiŜi+1 + (ŜiŜi+1)2] (1.22)

上式的第二项是所谓的Lai-Sutherland模型[85, 86]，它具有SU(3)的对称性。同

时Lai-Sutherland模型严格可解，激发无能隙，可以用c = 2的SU(3)1的Wess-

Zumino-Novikov-Witten模型来描述[87–89]。通过分析第一项的影响，我们期

待能够最后确定m = 3的Quantum Torus Chain在临界相对应的共形场论。

综上所述，我们研究了Quantum Torus Chain在m = 3时的相图。在θ的相

图上，既有有能隙的相，也存在临界的相。我们发现所有的有能隙的相都破坏

了体系的Ux(U y)的对称性，基态为三重简并。这和文小刚等人关于一维体系的

分类是相吻合的[20]。在Quantum Torus Chain模型中，由于每个点上的状态是

系统对称群的投影表示，因此在这个体系中不会出现平移不变的对称性保护的

拓扑相。所有平移不变的有能隙相都能在朗道对称性破缺理论框架内解释。对

于两个临界相，由于较强的有限尺寸效应，我们只知道他们的中心荷为2，暂

时还不能确定描述它们的具体的共形场论。

以上我们研究的是一维的Quantum Torus Chain。我们也可以将这个模型

定义在高维空间的格点上。我们注意到已经有人研究了类似的二维的模型。

Schulz等人在[90]中研究了一个ZN plaquette模型。这个模型定义在一个正

方格子上，

L R

U

D

n2 n1

i

p

图 1.1: 来自于文献[90]，左边plaquette模型定义在正方格子的格点上。右

边toric code模型定义在正方格子的键上。
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哈密顿量为

H = −J
∑
p

(Wp +W †
p ) (1.23)

其中

Wp = Ux
DU

y
RU

x
UU

y
L (1.24)

其中D，R，U，L分别对应于四个点（i，i + n1，i + n1 + n2，i + n2），如

图1.1所示。Ux和U y是在上文定义的环面上电子的磁平移群的生成元。这个模

型可以看成是对标准Z2 plaquette[91]模型的推广。

Z2 plaquette模型是定义在正方格子上的严格可解模型，体系的哈密顿

量为：H = 16g
∑
i

Sy
i S

x
i+x̂S

y
i+x̂+ŷS

x
i+ŷ。g > 0和g < 0的基态有不同的拓扑序。

在g = 0体系会有一个相变。这是一种新的相变，因为相变两侧的态的对称性

是一样的。

如果我们将正方格子上的所有点用四种颜色标记，如图1.1右图所示。然后

定义下面的幺正变换：

Xi∈brown, magenta → Zi

Xi∈yellow, green → Xi

Zi∈brown, magenta → X†
i

Zi∈yellow, green → Zi (1.25)

则上面定义的W算符变成：

W †
p∈red → As∈red = U y

DU
y
RU

y
UU

y
L

Wp∈cyan → Bp∈cyan = Ux
DU

x
RU

x
UU

x
L

Wp∈blue → As∈blue = U y†
D U

y
RU

y†
U U

y
L

W †
p∈pink → Bp∈pink = Ux†

D U
x†
R U

x†
U U

x†
L (1.26)

则ZN plaquette模型可以映射到推广的toric code 模型[92]：

Htc = −J
∑
s

(As + A†
s)− J

∑
p

(Bp +B†
p) (1.27)
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toric code是一个严格可解的二维模型，体系存在着拓扑序，激发是非阿贝

尔的任意子（anyonic）。Schulz等人在文章中指出这推广的toric code 模型同样

存在着拓扑序和任意子（anyonic）统计。他们研究了N = 2情形下磁场的扰动

对推广toric code 模型基态的影响，发现了一个由拓扑序到激化态的相变。作

者用数值方法详细的研究了N = 3情形下的微扰的影响，在不同的微扰下发现

了一级和二级相变。

1.4 密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群方方方法法法在在在量量量子子子化化化学学学中中中的的的应应应用用用

S.R.White提出的实空间密度矩阵重正化群方法[22, 23]取得了很大的成功，

成为现在研究一维模型的“标准”算法。同时密度矩阵重正化群方法也被不断

的推广。向涛在1996年将它推广到了动量空间[93]。将研究的模型（一般选取

周期性边条件）通过傅立叶变换变到动量空间后，可以将动量空间的离散点按

照一定的规则排成一维的链。我们就可以利用标准的密度矩阵重正化群的方法

来求解体系的基态。但是动量空间的相互作用不再是短程的，任意两个动量点

之间都存在着相互作用。因此相比实空间的算法，动量空间算法需要消耗更多

的资源。在[93] 中，向涛通过定义组合算符，大大降低了计算所需的资源。

量子化学领域一般研究的是少体问题（如各种分子的性质）。如果我们选

择一组正交归一的基矢，就能将体系的哈密顿量写成二次量子化的形式。然

后，我们也可以利用动量空间的重正化群方法来求解这类问题。

S. R. White和R. L. Martin在1999年第一次将动量空间的密度矩阵重正化

群方法应用到了水分子（H2O）的计算中[94]。他们比较了不同的方法给出的

在25个基矢下的水分子的能量。仅仅保留70个态，度矩阵重正化群方法给出的

基态能就比其它的方法要低（因为密度矩阵重正化群方法是变分的方法，能量

越低说明精度越高）。在保留状态数为200时，度矩阵重正化群方法得到的基态

的能量就很接近于精确对角化的的结果。这样的结果表明度矩阵重正化群方法

在量子化学领域有很大的潜力。

在密度矩阵重正化群方法第一被用到了量子化学计算并取得成功之

后，它被广泛的应用到了量子化学的计算中：CsH的能级的计算[95]，多烯类

（polyenes）的研究[96]，对过渡金属以及其团簇的研究[97]，过渡金属化合物的

研究[98]，对铬（Cr）和镍（Ni）的基态的研究[99]等等。同时，对于度矩阵重

正化群方法方法本身，也出现了很多的改进[100–105]。
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我们知道对于近邻相互作用的体系，有纠缠熵的面积定律。但是对于实际

的化学体系，给定一组基矢（往往是Hartree-Fock给出的轨道），他们对应的哈

密顿量写在二次量子化形式下具有长程相互作用。和二维的近邻相互作用体系

一样，虽然我们能将所有的轨道排列成一条链，但是实际体系的纠缠却不是对

应一维体系的面积定律给出的纠缠。虽然我们目前无法严格的知道分子体系

的纠缠，但是可以肯定的是密度矩阵重正化群方法不能有效的描述体系的纠

缠。我们注意到最近有人利用一类基于树结构的张量网络态来解决量子化学问

题[106, 107]。这类波函数相对于密度矩阵重正化群方法，能给出更多的纠缠。

在量子化学中，给定的基矢数目越大，往往计算能够得到更精确的波函

数。这从变分原理的角度能够很好的理解。但是随着轨道数的增加，计算的

代价也越大。为了解决这个问题，我们发展了一种优化Hartree-Fock轨道的方

法[108]。

如果我们选取的轨道数目是无穷多，原则上我们能够得到体系的严格基

态。但是由于计算资源有限，我们能够处理的轨道数目也是有限的。因此如何

从一组Hartree-Fock轨道中选择出给定数目的轨道，使得在这组轨道基矢下面，

得到的体系的基态能量最低，是一个很重要的问题。

在量子化学中有自然轨道（nature orbital）的概念。自然轨道指当我们求

得体系的基态后，利用体系基态构造的单粒子约化密度矩阵的本征态。它是在

是初始基矢的一个幺正变换，变换矩阵就是将约化密度矩阵对角化的幺正矩

阵。从定义上可以看出，单粒子约化密度矩阵的本征值描述了对应的自然轨道

在基态中占的比重。

因此我们将自然轨道和密度矩阵重正化群方法结合起来，发展了本论文中

将要介绍的Hartree-Fock轨道优化方法。给定一组数目较大的Hartree-Fock轨道

（数目为Nt），由于计算资源有限，我们只能处理N0个轨道。因此我们从Nt个轨

道中选择出中间能量的N0个轨道，称之为活跃轨道。剩下的轨道中能量较高的

轨道称为虚轨道；能量较低的称为冻结轨道，设置成双占据，对应于内层的核

电子。在选定的活跃轨道下完成常规的密度矩阵重正化群计算，得到体系的基

态。利用基态构造单粒子约化密度矩阵，将其对角化，得到的本征态为原轨道

的幺正变换。将接近于0的本征值对应的轨道和虚轨道交换，将接近于1的本征

值对应的轨道和冻结轨道交换。重复上面的过程直到要求的物理量收敛。

可以看出，计算过程实际上是在不断的对所有的轨道做幺正变换，寻找能
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给出最低基态能的轨道集合。数值计算的结果表明这种轨道优化的密度矩阵重

正化群方法是高效和精确的。我们目前知道的水分子的基态能量的最精确的结

果是Garnet Kin-Lic Chan 和Martin Head-Gordon利用密度矩阵重正化群方法

得到的[109]。他们通过保留41个Hartree-Fock轨道，在密度矩阵重正化群计算

中保留6000个态，得到水分子的基态能量为−76.314715(Eh)。我们发现，利用

上面介绍的轨道优化的方法，选取一组Hartree-Fock轨道基矢（数目大于41），

在活跃轨道数为41的情况下，我们仅仅保留128个态就能够得到比文献[109]中

更低的基态能量。

以上介绍的利用密度矩阵重正化群方法优化Hartree-Fock轨道的方法也能

和其它方法结合。我们得到的优化轨道可以作为其它量子化学方法的输入。在

这组优化的轨道下，应该能够得到更精确的基态。

1.5 论论论文文文安安安排排排

在第二章，我们首先详细的介绍了磁平移群的概念。从晶格上的电子体系

出发，我们定义了磁平移群。然后回顾了在磁单级子作用下的自由电子在球面

上的薛定谔方程的求解。得到了自旋的另一种解释。通过将球面推广到环面，

导出了对应的磁平移群的生成元Ux和Uy。

在第三章，我们详细的介绍了密度矩阵重正化群方法和矩阵乘积态。

在第四章，我们利用Ux和U y构造了和海森堡链类似的模型:Quantum

Torus Chain。详细的分析了这个模型的对称性。通过对称群的表示给出了

体系能级可能的简并。最后通过计算激发能的大小，关联函数等研究了模型的

相图。在临界相我们利用纠缠熵随体系尺寸的变化关系拟合出对应共形场的中

心荷。通过基态能量的导数我们确定了相图中相变的阶数。

在第五章。我们先回顾了密度矩阵重正化群方法在量子化学领域的应用。

然后详细的介绍了我们提出的Hartree-Fock轨道优化方法。通过对水分子的基

态能量的计算以及和其它量子化学方法的比较，证实了方法的有效性。

第六章是对本论文的总结。





第第第二二二章章章 有有有磁磁磁场场场情情情况况况下下下的的的平平平移移移对对对称称称性性性

2.1 磁磁磁平平平移移移算算算符符符（（（MTO）））和和和磁磁磁平平平移移移群群群（（（MTG)

对于一个完美的晶格体系，平移操作与系统的哈密顿量对易，因此是体

系的一个对称操作。通过对平移操作构成的阿贝尔群进行简单的分析就可以

导出Bloch定理[110]。如果对系统外加一个磁场，此时磁场产生的矢势不可能

在空间均匀。因此普通的平移操作不再与系统的哈密顿量对易。在这种情况

下我们可以定义磁平移算符(Magnetic Translation Operator)使得它们与系统

的哈密顿量对易[71]。而此时所有磁平移算符够成的集合由于不满足乘法的

封闭性，不够成群。通过分析可以知道它们实际上构成一个投影群(Projective

Group/Ray Group)[111]。同时我们可以由磁平移算符构造一个群，叫做磁平

移群（Magnetic Translation Group)[71, 112]。下面我们简要的介绍一下磁平移

群和磁平移算符的基本概念。

2.1.1 Bloch定定定理理理

对于完美晶格上的电子系统，晶格上的所有对称操作与体系的哈密顿量

对易。对晶格的对称性（空间群）通过群论的分析，可以用对应的空间群的

不可约表示来标记不同的单粒子态。如果仅仅考虑晶格的平移不变性，这就

是Bloch定理[110]。因为一个方向的平移算符构成一个循环群，而循环群只有

一维的表示。对于一个N阶的循环群，所有的一维表示为:

λm = eim2π/N ,m = 1, ...N (2.1)

在周期性晶格势的作用下，单粒子的波函数应该构成平移算符构成群的表示

（即为平移算符的本征态）。

TRnψ(r) = ψ(r +Rn) = eik.Rnψ(r) (2.2)

其中ψ(r)是单粒子的波函数，Rn是布拉维格矢。对于周期性边界条件的要求

（即是平移群构成N阶循环群的要求）

TNψ(r) = ψ(r) (2.3)
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其中N是晶格在一个方向的长度。可以知道对于动量k的限制为

k =
2π

N
n, n = 1, ...N (2.4)

这样就从平移群的角度简要地推出了Bloch定理。

2.1.2 有有有外外外磁磁磁场场场情情情况况况下下下的的的Bloch电电电子子子

对于有磁场情况下的晶格体系。单电子的哈密顿量为：

H =
1

2m
[p− e

c
A]2 + V (r) (2.5)

因为有矢势A的存在，晶格的平移算符不再与哈密顿量对易，即[TRn , H] ̸= 0。

在下面的推导中我们会重新定义平移算符，使之与单电子的哈密顿量对易。

磁平移群最早是由J.Zak在1964年提出的[71]。下面根据[71]我们简要的介

绍一下磁平移群的概念。我们考虑由如下定义的矢量构成的布拉维格子。

Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 (2.6)

其中a1, a2, a3是布拉维格子的基矢，n1, n2, n3是整数。上面定义的每一个矢量

代表着晶格上的点。考虑一条从原点到Rn的路径：从原点出发，我们移动到另

外一个格点R1。从R1出发，我们移动矢量R2，到达格点R1 +R2。依此一直进

行直到我们到达格点Rn。显然，对于上面要求的路径，我们的选择不是唯一

的。假设其中的一条路径由矢量R1,R2, . . . ,Ri构成。我们用下面的符号来表示

这条路径：

|R1,R2, . . . ,Ri⟩ (2.7)

由定义我们有

Rn = R1 +R2 + . . .+Ri (2.8)

下面我们定义一个同时依赖于Rn和从原点到Rn的路径的算符：

τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri) = exp[
i

~
Rn.(p+

e

c
A)]×exp[

i

2
(R1×R2+R1×R3+...+Ri−1×Ri).h]

(2.9)

其中h = eH
~c，H是外加磁场的大小。A是对应磁场的矢势，p是电子的动量算

符，e是电子的电量。在(2.9)中矢量外积的顺序由(2.7)给出。其中表达式

1

2
(R1 ×R2 +R1 ×R3 + ...+Ri−1 ×Ri).h (2.10)
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有一简单的解释。考虑(2.7)中的路径在垂直于磁场平面上的投影：

|Rp
1,R

p
2, . . . ,R

p
i ⟩ (2.11)

其中Rp
k是Rk在垂直于h 平面的投影。我们可以得到如下的关系式：

1

2
(R1×R2+R1×R3+...+Ri−1×Ri).h =

1

2
(Rp

1×Rp
2+Rp

1×Rp
3+...+Rp

i−1×Rp
i ).h

(2.12)

在上面等式右边括号里的项给出是是由

Rp
1,R

p
2, ...,R

p
i ,−Rp

n (2.13)

围成的多边形的面积。

a
1

a
2

a
3

a
3

a
4

a
5

a
6

s
1

s
1

s
1 s

2

s
3

s
4

图 2.1: 图示(2.12)中右边的项是由Rp
1,R

p
2, ...,R

p
i ,−Rp

n围成的多边形的面积。详

细的讨论见正文。

这点可以从图2.1中清楚的看到。我们假设Rp
k = ak+1 − ak, k = 2, 3, . . . , 6,
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Rp
n = a6 − a1。由于

1

2
Rp

1 × (Rp
2 +Rp

3 +Rp
4 +Rp

5) =
1

2
(a2 − a1)× (a6 − a2) = S1

1

2
Rp

2 × (Rp
3 +Rp

4 +Rp
5) =

1

2
(a3 − a2)× (a6 − a3) = S2

1

2
Rp

3 × (Rp
4 +Rp

5) =
1

2
(a4 − a3)× (a6 − a4) = S3

1

2
Rp

4 ×Rp
5 =

1

2
(a5 − a4)× (a6 − a5) = S4 (2.14)

因此有

1

2
(Rp

1 ×Rp
2 +Rp

1 ×Rp
3 + ...+Rp

i−1 ×Rp
i ) = S1 + S2 + S3 + S4 = S (2.15)

其中S是由Rp
1,R

p
2, ...,R

p
i ,−Rp

n围成的多边形的面积。从而，在定义(2.9)中右边

指数里的项即为磁场H穿过由

R1,R2, ...,Ri,−Rn (2.16)

组成的多边形的磁通量子数（以 e
~c为单位）。

因此我们可以将定义(2.9)重新写成：

τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri) = exp[
i

~
Rn.(p+

e

c
A)]× exp[iϕ(R1,R2, ...,Ri)] (2.17)

其中ϕ(R1,R2, ...,Ri)是由磁场穿过由(2.16)中的矢量围成的多边形的磁通。

下面我们证明取适当的规范可以使得定义在(2.9)或者(2.17)中的算符和磁

场中布洛赫电子的哈密顿量(2.5)对易。我们可以容易的得到下面的对易关系：

[pi +
e

c
Ai, pk +

e

c
Ak] = i~[

∂Ak

∂xi
+
∂Ai

∂xk
] (2.18)

因此只要我们选择的矢势能满足下面的关系

∂Ak

∂xi
+
∂Ai

∂xk
= 0; i, k = 1, 2, 3 (2.19)

就能保证τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)和哈密顿量H = 1
2m

[p − e
c
A]2 + V (r)对易。可以

验证，如果我们取对称规范：

A =
1

2
[H× r] (2.20)
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就能使得矢势满足关系(2.19)。

对于(2.17)中定义的两个算符τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)和τ(R
′

n|R
′

1,R
′

2, . . . ,R
′

i)，

它们的乘积为：

τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)τ(R
′

n|R
′

1,R
′

2, . . . ,R
′

i) = exp[
i

~
(Rn +R

′

n).(p+
e

c
A)]×

exp[
i

2
(R1 ×R2 + ...+R1 ×R

′

k + ...+R
′

k−1 ×R
′

k).h]

(2.21)

其中右边等式第二部分指数里的矢量积的顺序由下面定义：

|R1,R2, . . . ,Ri,R
′

1,R
′

2, . . . ,R
′

i⟩ (2.22)

我们可以看到上面的等式右边是满足算符τ的定义(2.9)。因此上面的式子可以

写成

τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)τ(R
′

n|R
′

1,R
′

2, . . . ,R
′

i) =

τ(Rn +R
′

n|R1,R2, . . . ,RiR
′

1,R
′

2, . . . ,R
′

i)
(2.23)

因此对于定义在(2.9)中的算符τ，我们定义了一个乘法，同时所有的τ关于这个

乘法是封闭的。同时，我们容易知道算符τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)和算符τ(−Rn|−
R1,−R2, . . . ,−Ri)互为逆算符。单位算符I即为恒等算符。因此所有算符τ的集

合够成一个群–磁平移群（MTG）。

我们注意到如下的算符

Tm(Rn) = exp[
i

~
Rn.(p+

e

c
A)] (2.24)

(上标m用来表示磁平移，以区别于普通的平移操作）构成的集合不是一个群。

可以验证此集合中的元素关于乘法不封闭。在后面我们将会看到，Tm(Rn)构

成的是一个投影群（Projective Group or Ray Group)。下面我们将简要分析

一下以上定义的磁平移群的结构以及它与普通的平移群的关系。显然，当磁

场H = 0时，磁平移算符τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)只依赖于Rn,此时磁平移群退化

为普通的平移群。

我们定义所有由Rn生成的算符τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)构成的集合为H(Rn)。

我们把H(Rn)当成群的一个元素。通过简单的计算，我们可以得到。

H(Rn)H(R
′

n) = H(Rn +R
′

n) (2.25)
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H(0)是不变算符，H(Rn)和H(−Rn)互为逆元。因此由所有H(Rn)组成的集合

构成一个群H。显然这是一个阿贝尔群，它和普通的平移群通过Rn 是一一对

应的关系，因此它们是同构关系。而由τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri)组成的群和群H是

多对一个关系。因此它们之间是同态的关系：

τ(Rn|R1,R2, . . . ,Ri) → H(Rn) (2.26)

以上我们对于磁平移算符和磁平移群有了一个简要的介绍。在文献[71,

112]中,通过引入类似波恩-冯-卡门（Born-von Karman）的边界条件，将磁

平移群由无限群变成一个有限大小的群，从而给出了磁平移群的线性表示。

下面我们要讨论由Tm(Rn) = exp[ i~Rn.(p + e
c
A)]组成的集合。在上面我们

提到，这个集合不构成群，因为里面的元素对于乘法不封闭。如果我们取对称

规范(2.20),由(2.18)我们可以得到：

[Tm(Rn), H] = 0 (2.27)

其中H是系统的哈密顿量，在(2.5)中定义。即磁平移算符与系统的哈密顿量是

对易的。磁平移算符满足的乘法关系如下：

Tm(R1)T
m(R2) = Tm(R1 +R2) exp[−i/2(R1 ×R2).h] (2.28)

其中h = eH
~c。两次应用上面的关系我们能够得到如下的对易关系：

Tm(R1)T
m(R2) = Tm(R2)T

m(R1) exp[−i(R1 ×R2).h] (2.29)

从上面我们可以看到，Tm(Rn)在不考虑算符前面的因子的情况下是封闭的。

并且我们有：

[Tm(R1)T
m(R2)]T

m(R3) = Tm(R1 +R2)T
m(R3) exp[−i/2(R1 ×R2).h]

= Tm(R1 +R2 +R3) exp[−i/2(R1 ×R2 +R1 ×R3 +R2 ×R3).h]
(2.30)

和

Tm(R1)[T
m(R2)T

m(R3)] = Tm(R1)T
m(R2 +R3) exp[−i/2(R2 ×R3).h]

= Tm(R1 +R2 +R3) exp[−i/2(R2 ×R3 +R1 ×R2 +R1 ×R3).h]
(2.31)

由上面我们可以知道：

[Tm(R1)T
m(R2)]T

m(R3) = Tm(R1)[T
m(R2)T

m(R3)] (2.32)
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即Tm(Rn)构成的集合满足结合律。由上面的性质我们可以知道T
m(Rn)构成一

个投影群（投影群和投影表示的概念参见附录）。假设H的某一能级是M重简

并的，对应的波函数由ψm标记。我们有

Tm(Rn)ψm =
M∑
l=1

Dlm(Rn)ψl (2.33)

由上面的式子我们可以清晰的看到，ψm构成了普通平移算符的投影表示（投

影群和投影表示的概念参见附录）。

在文献[111, 113–118]中作者详细的讨论了磁平移群的表示。在文献[119]中

作者讨论了同时存在电场和磁场的情况下的平移群的性质。

2.2 球球球面面面上上上的的的电电电子子子和和和自自自旋旋旋

图 2.2: 自由电子限制在二维球面上。在球的中心有一个磁单极子，产生垂直于

球面的磁场，如图中的箭头所示。

在上面的讨论中我们考虑了晶格上的电子在有磁场的情况下的对称操作和

对称群。如果我们考虑二维平面上的自由电子，在外加磁场的作用下，电子的

能级会劈裂成简并的朗道能级。下面我们考虑一个自由电子在径向磁场的作用
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下的运动[120]。如图2.2所示，自由电子限制在球面上运动。在球面的中心有一

个磁单极子，产生径向的磁场。T.T.Wu和C.N.Yang[72, 73]在1970年代给出了

这个量子力学问题的解。在下面的讨论中我们会发现，这样一个体系的磁平移

群的生成元就是SU(2)的自旋算符S。在下面的讨论中我们会用到下面的量：

ϕ = − sinϕx+ cosϕy

θ = cos θ cosϕx+ cos θ sinϕy− sin θz

r = Ω = sin θ cosϕx+ sin θ sinϕy+ cos θz (2.34)

假设球面的半径为R，穿出球面的磁通为2Qϕ0（ϕ0是磁通量子）。这样的

磁单极子产生的磁场为：

B =
2Qϕ0

4πR2
r (2.35)

其中r是径向的单位矢量。对于上面的磁场可以定义矢势如下：

A = −~cQ
eR

cot θϕ (2.36)

其中的r和ϕ的定义见(2.34)。系统的哈密顿量为：

H =
~2

2mR2
|Λ|2 (2.37)

其中

Λ = R× (−i∇+
e

~c
A(Ω)) (2.38)

Ω = R/|R|是在球坐标系下的径向方向的单位矢量。在球坐标系下我们有：

Λ = R× (−i∇+
e

~c
A(Ω))

= Ω× [−i(θ ∂

∂θ
+ ϕ

1

sin θ

∂

∂ϕ
)−Q cot θϕ]

= −i(ϕ ∂

∂θ
− θ

1

sin θ

∂

∂ϕ
) +Q cot θθ (2.39)

通过计算我们可以知道

2mR2H

~2
= − 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+ (Q cot θ +

i

sin θ

∂

∂ϕ
)2 (2.40)

我们发现有如下的对易关系：

[Λi,Λj] = iϵijk(Λk −QΩk) (2.41)
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和

[Λi,Ωj] = iϵijkΩk (2.42)

为了研究球面的旋转对称性，我们定义如下的算符：

L = Λ+QΩ (2.43)

它们满足如下的角动量的对易关系：

[Li, Lj] = iϵijkLk (2.44)

同时我们可以定义升降算符：

L± = Lx ± iLy (2.45)

满足如下的关系：

[Lz, L±] = ±Lk (2.46)

我们在球坐标系下写下Lz和L±的表达式如下：

Lz = −i ∂
∂ϕ

L± = e±iϕ[± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ
+

Q

sin θ
] (2.47)

求解这个量子力学问题我们会发现，物理的解要求穿过球面的磁通是量

子化的：2Q必须是整数。到此我们可以看到，我们定义的算符L和自旋算符S

是等价的。体系的最低的朗道能级给出SU(2)群的S = Q表示。算符L正是在

上章里我们提到的磁平移群的生成元。对于没有磁场的情况。系统的对称性

为SO(3)，由此定义的轨道角动量算符只能取整数。但是在有磁场的情况下，

体系的对称群变成了SU(2)。角动量可以取半整数，这是一种分数化。

在这里我们主要是研究了在有磁场情况下的球面电子的对称群（磁平

移群）的特性。需要指出的是这样的结构在研究分数量子霍尔效应时很有

用[121, 122]。

2.3 环环环面面面上上上电电电子子子

上面我们讨论了自由电子在球面上运动的磁平移群，下面我们考虑一个环

面，如图2.3所示，自由电子在环面上运动，有一个磁场垂直穿过环面，下面我

们考虑这个体系的磁平移群[123]。 如果我们取朗道规范：
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图 2.3: 自由电子限制在二维环面上。

A = Bxŷ (2.48)

系统的薛定谔方程为：

Hψ = [−1

2
(
∂

∂x
)2 − 1

2
(
∂

∂y
− iBx)2]ψ(x, y) = Eψ (2.49)

如下定义的算符：

P̃x = −i ∂
∂x

−By, Py = −i ∂
∂y

(2.50)

与系统的哈密顿量对易。

环面实际上是在一个平面上取两个方向的周期性边界条件。即如下的点：

(x, y) ∼ (x+ 1, y) ∼ (x, y + 1) (2.51)

实际上是一个点。如果我们取如下的边界条件：

ψ(x+ 1, y) = eiByψ(x, y), ψ(x, y + 1) = ψ(x, y) (2.52)

系统的哈密顿量是良好定义的。为了使得(2.52)自洽，我们有：

ψ(x+1, y+1) = eiB(y+1)ψ(x, y+1) = eiBeiByψ(x, y) = ψ(x+1, y) = eiByψ(x, y)

(2.53)

从上式我们有：eiB = 1。因此，磁场强度有如下的限制：

B = 2πν (2.54)

其中ν是一个整数，即穿过环面的磁通量子数。我们可以看到，这里得到的

磁通量子化的条件和在球面上得到的类似。在(2.50)中定义的算符作用到满
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足(2.52)的波函数上面时，并不会回到原来的波函数：

Pyψ(x+ 1, y) = eiBy(Py +B)ψ(x, y)

P̃xψ(x, y + 1) = (P̃x −B)ψ(x, y) (2.55)

由此我们可以看到，对于这个体系无穷小的平移的生成元不存在，但是我们仍

然可以构造有限的平移算符

Ux(a) = e−iP̃xa

Uy(b) = e−iPyb (2.56)

来满足(2.52)：

(Ux(a)ψ(x, y + 1)) = eiBa(y+1)ψ(x− a, y + 1)

= eiBaeiBayψ(x− a, y)

= ei2πνa(Ux(a)ψ(x, y))

(Uy(b)ψ(x, y + 1)) = ψ(x+ 1, y − b)

= eiB(y−b)ψ(x, y − b)

= e−iBbeiByψ(x, y − b)

= e−i2πνbeiBy(Uy(b)ψ(x, y)) (2.57)

因此，波函数Ux(a)ψ和Uy(b)ψ能够满足边界条件(2.52)，如果

νa, νb ∈ Z (2.58)

因此，平移的长度a和b被限制到1/ν的整数倍。另外，满足边界条件(2.52)在单

位长度的平移算符作用下满足：

(Ux(1)ψ(x, y)) = eiByψ(x− 1, y) = ψ(x, y)

(Uy(1)ψ(x, y)) = ψ(x, y − 1) = ψ(x, y) (2.59)

因此Ux(1)和Uy(1)是单位算符。因此算符Ux(1/ν)和Uy(1/ν)是循环群Zν的生成

元。但是它们交换之后会产生一个相因子：

Ux(a)Uy(b)(Ux(a))
−1(Uy(b))

−1 = eiBab (2.60)
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因此我们知道，在有磁场的情况下，环面上的电子的磁平移群是由Zm × Zm的

投影表示来描述的。我们可以看到，这个群是一个有限群。我们可以选取

基{|0⟩, |1⟩, · · · , |ν − 1⟩}来构造这个群的投影表示。磁平移算符在这组基上面的
作用是：

Ux(nx/ν)|q⟩ = ei2πnxq/ν |q⟩

Uy(ny/ν)|q⟩ = |q + ny(modν)⟩ (2.61)



第第第三三三章章章 密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群和和和矩矩矩阵阵阵乘乘乘积积积态态态

在具体的模型和结果讨论之前，我们先介绍一下本论文中采用的数值方

法。

3.1 密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群方方方法法法

3.1.1 数数数值值值重重重正正正化化化群群群及及及其其其局局局限限限性性性

Wilson 提出的数值重正化群（NRG）方法成功地解决了单杂质的近藤问

题[24–26]。

sys

sys sys

Hn

Hn+1

图 3.1: NRG流程中的一步，每一步的系统是由上一步系统和自身直积得到。

在图3.1中我们显示了NRG的流程。假设我们在第n步已经知道了此时系统

的哈密顿量和各个算符在已知基底|α⟩(维数为M)下的形式。在第N + 1步，我

们将系统和自身直积，构成新的系统，因为我们知道各个算符在各自基底下的

的形式，两部分系统之间的相互作用项也可以在直积的基矢下表示出来：

⟨α1, α2|O1O2|α
′

2, α
′

1⟩ = ⟨α1|O1|α
′

1⟩⟨α2|O2|α
′

2⟩ (3.1)

这样，整个新系统的哈密顿量就可以在新的基矢|α1, α2⟩下表示出来。

但是此时系统的希尔伯特空间的维数变成了M2, 如果重复这样的过程，希

尔伯特空间的维数会发散，超出我们的计算资源。这就是我们通常说的指数

墙。
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为了降低新系统的希尔伯特空间维数，我们将新的系统的哈密顿量Hn+1对

角化，得到系统的全部能级。同时基矢|α1, α2⟩也可以按照对角化的幺正矩阵线
性组合成新的基矢|β⟩，

|β⟩ =
∑
α1α2

Uα1α2,β|α1, α2⟩ (3.2)

每个基矢对应新系统的一个能级。我们将新的基矢|β⟩做一个切断，保留能量较
小的M个能级对应的基矢。这样我们得到了截断的基矢|β′⟩。将新系统的哈密
顿量和所有的算符投影到截断的基矢下，得到切断后的新系统。

重复上面的过程，我们很快就能处理热力学极限的系统，因为在上面介绍

的过程中，系统的尺寸是指数增长的。

在单杂质的问题中，各晶格格点和杂质点的的耦合是随着它和杂质点的

距离指数衰减的，这使得NRG方法能够得到很高的精度。在Wilson 成功的

用NRG解决了单杂质的近藤问题之后，有很人试图将NRG应用到其它的晶格

模型[27–32]，但是计算的精度都不是很高。

现在我们知道，NRG之所以在处理一般的一维晶格模型时精度不是很

高，是因为边界条件在重正化的过程中没有很好的处理。在图3.2中我们演示

了NRG处理一维无穷深势阱中的自由粒子的情形。求解这个体系的薛定谔方

程，我们知道基态的波函数只在势阱的两个边界上有节点。在NRG中我们做一

步重正化时，将两个系统直积，这时在新的系统的中心会出现一个节点。但实

际上，新的系统的基态波函数同样只有在边界上有节点，在中心取极大值。因

此在NRG的过程中，这种边界条件没有得到正确的反映。这正是NRG方法在

一般的格点体系中不成功的原因。

3.1.2 从从从数数数值值值重重重正正正化化化群群群到到到密密密度度度矩矩矩阵阵阵重重重正正正化化化群群群

上面我们提到，由于没能正确地处理边界条件，NRG方法虽然在处理单杂

质的近藤问题时精度很高，但是在处理一般的晶格系统时却不是很成功。

为了减少边界效应，向涛和G. A. Gehring提出了一种改进的NRG算法[33]。

这个算法和传统的NRG的不同在于每次新的系统是上一步的系统和一个点直积

而来，如图3.3所示。这样做的好处一是可以减少边界效应，因为此时波函数节

点和最大值的位置在经过一步重正化后基本不变。二是可以减小切断误差。在

传统的NRG过程中，我们需要将希尔伯特空间的维数从M2截断到M，而此时
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sys sys

图 3.2: 无限深势阱中的自由粒子的波函数。无论体系大小，基态波函数只在边

界存在两个节点。由同样大小的小体系构成大体系时，基态波函数在中心点幅

度最大，但由小体系的基态直积得到的波函数却在中心存在节点。

我们只需要从qM（q是格点上局域的希尔伯特空间的维数）截断到M，需要截

断的态的比例明显减少。

向涛和G. A. Gehring利用改进的NRG方法研究了自旋1/2和自旋1的反铁磁

海森堡链[33, 124]。他们得到了比较精确的基态能量，但是能量随着保留状态

数M的收敛速度太慢。

sys

sys

Hn

Hn+1

图 3.3: 改进后NRG流程中的一步，每一步的系统是由上一步系统和单个点直

积而来。

S. R. White 和R. M. Noack在研究了边界条件对NRG的影响之后[125]，提

出了密度矩阵重正化群方法（DMRG)[22, 23]。DMRG 主要考虑了在重正化的

过程中考虑到环境对系统的影响。在图3.4中，我们给出了无穷链长DMRG的

流程图。 我们以自旋1/2的开放边界条件的海森堡链为例说明整个流程，分为
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图 3.4: 无穷链长DMRG 流程图。

以下几个步骤：

1. 将一条链上的四个点分成四部分，左边的系统块（sys），右边的环境

块(env)，中间是两个点(l, r)。此时，各部分的基矢都一单个粒子的希

尔伯特空间。我们可以构造出这四个点组成的总系统的哈密顿量，包

含Hsys, Henv, Hsys,l, Hl,r, Hr,env 几部分。因为我们知道各个块的哈密顿量

和所有的算符在各自的基下的表示，所有可以据此构造出整个系统的哈

密顿量。

2. 通过数值方法得到以上四个点组成的体系的基态:|ψ0⟩。然后我们将系统
块和在中间的左边的点直积起来称为新的系统块,基矢为：

|s′⟩ = |s⟩ ⊗ |l⟩ (3.3)

同样将环境块和在中间的右边的点直积起来称为新的环境块,基矢为：

|e′⟩ = |e⟩ ⊗ |r⟩ (3.4)

通过体系的基态|ψ0⟩ 构造出体系的密度矩阵：

ρ = |ψ0⟩⟨ψ0| (3.5)
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对环境(系统）求迹（trace），得到系统（环境）的约化密度矩阵：

ρs′ = tre′ |ψ0⟩⟨ψ0|

ρe′ = trs′ |ψ0⟩⟨ψ0| (3.6)

将得到的约化密度矩阵对角化，得到两个幺正变化矩阵Us, Ue，我们可以

证明，ρs′和ρe′的本征谱相同。用幺正矩阵Us, Ue将基矢|s′⟩ 和|e′⟩作线性变
换：

|snew⟩ = Us[s
′, snew]|s′⟩

|enew⟩ = Ue[e
′, enew]|e′⟩ (3.7)

这样得到的新的基矢正是约化密度矩阵的本征矢。如果此时基矢|s′⟩ =

|s⟩ ⊗ |l⟩的维数，超过设定的维数M，则对系统和环境的新基矢|snew⟩
和|enew⟩ 进行切断。因为每一个基矢对应着约化密度矩阵的本征值，我
们按照约化密度矩阵的本征值从小到大进行切断，直到剩下M个基矢为

止。

3. 计算出新的系统和环境中，哈密顿量和各算符在各自切断基矢下的表示，

为下一步的重正化作准备。

4. 在系统和环境之间加入两个点，重复上面的过程直到整个体系达到设定

的长度。

我们知道整个体系的长度在每一步的重正化过程中会增加2。对于局域相

互作用的体系，内存的消耗不会随着链长的增长而增长，计算的复杂度是随着

链长线性增长的。在实际的计算中，我们发现计算精度会随着链长的增加而下

降。为了克服这个问题，引入了有限链长的DMRG算法。

图 3.5: 有限长DMRG 流程图。
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在图3.5中，我们给出了有限链长DMRG的流程图。当利用无穷链长算法

使得体系的长度达到一定的长度后，我们将保持体系的长度不变。此时我们从

环境块中拿出一个点，系统块仍然增加一个点。此时在新的系统和环境中间仍

然有两个自由的点。向无穷链长算法一样做一步重正化。我们将这样增加系统

块长度减小环境块长度的过程叫做扫描。重复上面的步骤直到环境块中的点已

经能在M个态下严格表示。此时将系统和环境块的作用互换，从右向左开始扫

描。重复上面的过程左右来回扫描直到所求的物理量达到预设的收敛精度。

从上面的过程可以看出，DMRG方法实际上是在给定基矢的数目下，寻找

最适合描述体系基态的基矢的过程。因此它是一个变分的方法。在DMRG的

每一步都需要求解体系的基态，我们可以用各种求最大（小）本征值的方法

（Lanczos)。相对于精度对角化，它能处理的体系更大，因为我们每次处理的只

是体系基矢的一部分。

通过DMRG我们不仅能研究系统的基态，同时我们也可以研究系统较低的

激发态[34, 76, 126]，这时密度矩阵形式如下：

ρ =
k∑

i=1

1

k
|ψi⟩⟨ψi| (3.8)

它对应于k个能量最低的态|ψi⟩等权重构成的混态。通过计算激发态和基态的能
量，我们就可以判断系统的激发是否存在能隙。

DMRG相比于NRG的优势在于引进了环境块的概念，以约化密度矩阵的

本征值作为切断基矢的根据。这样充分的考虑了环境对于系统的影响。我们可

以证明对于一个体系，如果将它分成两部分，对于给定的在系统和环境的直积

态表示下的态

|ψ⟩ =
∑
ij

ψij|i⟩|j⟩ (3.9)

其中|i⟩，i = 1, · · · , l 是系统的一组正交归一基矢，|j⟩，i = 1, · · · , s 是环境的
一组正交归一基矢，要求得一组新的系统的维数为m（m < l）的基矢，使得近

似的波函数

|ψ̃⟩ =
∑
αj

ααj|a⟩|j⟩ (3.10)
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与初始的波函数|ψ⟩最靠近。即：

∆(ψ, ψ̃) = ||ψ⟩ − |ψ̃⟩|2 (3.11)

最小。满足上面条件的基矢正是对应于系统的约化矩阵ρs′的m个较大的本征

态。

在下章中我们会发现，对于将要研究的模型：Quantum Torus Chain，如

果系统的长度不是m的整数倍，各个能级都会是m重简并的(4.17)。为了解除

这种简并，需要取格点长度N = km（k是一个整数）。我们的工作主要集中

在m = 3的情形。在传统的DMRG的计算中，系统和环境总是一样大小，不

能满足体系的长度是3的整数倍。为此，我们改进了一下DMRG无穷链长算法

中系统和环境块增长的方式， 如图3.6所示。假设我们保留的状态数M最多能

L =4
s

L =5
s

L =7
s

L =3
e

L =5
e

L =6
e

L =6
s

L =4
e

图 3.6: 适应于m = 3的Quantum Torus Chain的DMRG算法的流程图，在每一

步中始终保持体系的总长度为3的倍数。

精确描述4个格点的体系。则在第一步，我们取系统的长度为4，环境的长度

为3，此时体系的总长度为N = 3 + 4 + 2 = 9，是3的倍数。经过一步标准的重

正化，能够得到长度为5的块的信息。在下一步，我们取系统和环境的长度均

为5，次时体系的总长度为N = 5 + 5 + 2 = 12。然后我们做一步有限长度的算

法，保证总系统的长度为12不变，将系统块的长度增加1，变成6，环境块的长
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度减少1，变为4。做一步标准的重正化。这样做的目的是为了得到长度为7的

块的信息。下一步我们取系统的长度为7，环境的长度为6，此时体系的总长度

为N = 6 + 7 + 2 = 15，仍然是3的倍数。而长度为7和6的块的信息已经在上一

步重正化之后准备好。这样下去，我们就一直能保证系统的总长度总是3的倍

数。当体系的长度达到我们想要的长度的时候，我们就可以利用标准的有限链

长的DMRG扫描算法进一步提高精度。

在图3.7中，给出了改进的DMRG无穷链长算法和传统的DMRG无穷链长

算法得到的基态能量差随着体系的变化。可以看出改进后的算法得到的基态能

量在尺度较大时有明显的改善。

0.00 0.02 0.04 0.06

1E-6

1E-5

1E-4

1E-3

 

 E0

1/L

图 3.7: ∆E0 = Et
0 − Em

0。Et
0是传统的DMRG的算法给出的基态能量，Em

0 是改

进后的DMRG的算法给出的基态能量。

DMRG算法从被提出后[22, 23]，被广泛的应用到各种一维的体系，数值结

果表明DMRG有着很高的精度[127, 128]。到现在，DMRG已经是研究一维体系

应用最广的方法之一。
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3.2 矩矩矩阵阵阵乘乘乘积积积态态态及及及相相相关关关算算算法法法

一般在研究格点模型时，人们倾向于采用周期性边界条件。因为在这样的

情况下，有限尺寸效应比开放边界条件要小。同时在周期边界条件下，动量是

好量子数，有利于研究不同动量的激发。对于开放的边界条件，通常会有边界

态的出现。这些态往往会和基态混在一起，降低计算的精度。DMRG方法虽然

在研究一维开边界问题时取了重要的成功。但是对于周期性边界的体系，利

用DMRG得到的精度往往不能达到开放边界的精度[129]。

人们在对高温超导体系的研究中提出了很多的二维的模型[53, 54]。对这些

模型的求解是一个很重要的课题。一般在利用DMRG求解二维的模型时，我们

将二维的链进行排序，将它变成一个一维的链，再利用一维的算法处理相应的

体系[55],如图3.8所示。

图 3.8: DMRG在处理二维体系时，往往按照上图将二维的格子变成一条一维

链。

向涛等人提出了在处理二维问题时的直接做法，而不是把二维的体系变成

一维的链来处理[56]。这样能提高计算的精度。随后S. R. White利用DMRG算

法尝试处理了许多准二维（多条链）的体系[57–64]。但是DMRG在求解这些二

维的模型的时候没有显示出处理一维体系时的精度。

在[55]中，Shoudan Liang 和Hanbin Pang指出，DMRG方法在研究二维体

系时存在着本征的困难。如果要使得数值精度在重正化过程中保持不变，需要

保留的状态数(M)随着格点的数目指数增长。
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下面我们将发现，DMRG在上面体系中遇到的困难，无论是周期性边界条

件下精度的下降，还是向二维推广遇到的本征困难，都可以在矩阵乘积态的框

架下进行解释。

矩阵乘积态是一类变分波函数，有如下的形式[130]：

|ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

(Aσ1Aσ2 . . . AσL)|σ1, . . . , σL⟩ (3.12)

其中Aσi是定义在格点i上的一系列矩阵。在i格点上的每个基矢|σi⟩对应一个矩
阵。我们一般记这个矩阵的维数为D ×D。给定一个基矢|σ1, . . . , σL⟩，态|ψ⟩在
这个基下展开的系数对应于将所有格点上的对应矩阵Aσi 的乘积。如果是周期

边界条件，就将得到的矩阵求迹；如果是开放边界条件，则第一个格点上的矩

阵为1×D维（行向量），最后一个格点上的矩阵为D × 1维（列向量）。

我们在图3.9中用图表示了上面定义的MPS。每一点的垂直的键代表着物

理的状态|σi⟩，在格点方向的左右两个键代表着矩阵的指标。

A
[ ]σ

图 3.9: MPS的示意图，每个点上有一个依赖于格点物理状态的矩阵。

可以证明，任意一个态

|ψ⟩ =
∑

σ1,...,σL

cσ1...σL
|σ1, . . . , σL⟩ (3.13)

通过不断的对系数cσ1...σL
做SVD分解[130]：

cσ1...σL
= Ψσ1,(σ2...σL) =

r1∑
a1

Uσ1,a1Sa1,a1(V
†)a1,(σ2...σL) ≡

r1∑
a1

Uσ1,a1ca1σ2...σL
(3.14)

最后总可以将它写成矩阵乘积的形式：

cσ1...σL
=

∑
a1,...,aL−1

Aσ1
a1
Aσ2

a1,a2
. . . A

σL1
aL−2,aL−1A

σL
aL−1

(3.15)
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这样我们就将任意一个在直积表象下的态|ψ⟩变换成了MPS形式(3.12)。

我们知道AKLT模型的基态是严格可解的[131, 132]，它的基态是价键固体

态，如图4.2所示。我们可以严格的证明，价键固体态可以用一个MPS严格的

表示。我们知道价键固态的物理空间是S = 1。可以看成是两个自旋S = 1/2的

自旋耦合后投影到自旋三重态（S=1的子空间）上：

|+⟩ = | ↑↑⟩

|0⟩ =
| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩√

2
(3.16)

|−⟩ = | ↓↓⟩

相邻的格点之间的1/2自旋组成自旋单态：

| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩√
2

. (3.17)

最终，我们可以将价键固态写成(3.12)的形式，每个点上的矩阵为：

A+ =

 0
√

2
3

0 0

 A0 =

[
− 1√

3
0

0 1√
3

]
A− =

 0 0

−
√

2
3

0

 . (3.18)

因此MPS是可以描述一类物理系统的基态波函数，用MPS来描述物理体系的基

态是合适的。

对于每一个MPS，存在着规范的自由度，给定可逆的矩阵X，我们如果对

格点上的矩阵作如下的变换：

Aσi → AσiX, Aσi+1 → X−1Aσi+1 . (3.19)

不改变MPS对应的态。因此对于给定的态可以有很多的不同的MPS表示。我们

给MPS加上一定的限制，可以得到一个态对应的唯一的MPS。这就是MPS的

正则形式（canonical form） [133]。对于(3.12)中定义的MPS，假设Aσi 是一

个Di ×Di+1的矩阵，记D = maxiDi。如果满足以下的条件:

1.
∑
σi

AσiAσi† = IDm 对于所有的1 ≤ i ≤ L。

2.
∑
σi

Aσi†Λi−1Aσi = Λi, 对于所有的1 ≤ i ≤ L。
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3. Λ0 = ΛL = 1，每一个Λ[m]是一个Dm+1 × Dm+1正定的对角矩阵。并且是

满秩的，同时满足trΛi = 1。

则称此MPS满足正则形式。正则形式的MPS有以下的性质：

1. 对于给定的态|ψ⟩，满足正则形式的MPS是唯一的。

2. 如果在格点i和格点i+ 1的中间将态|ψ⟩分成两部分，则Λi是对应划分下的

约化密度矩阵的非零的本征值。

在量子信息领域，衡量体系的各部分关联的一个量是纠缠熵（Entanglement

Entropy）。对于任意一个态|ψ⟩，如果我们将其分成两部分：系统和环境。在系
统和环境的直积表象下有：

|ψ⟩ =
∑
i,j

ai,j|i⟩|j⟩ (3.20)

其中|i⟩，|j⟩分别是系统和环境的基矢。对|ψ⟩做Schmidt分解（即对系数ai,j做奇

异值分解）：

|ψ⟩ =
χ∑

α=1

λα|ωs
α⟩|ωe

α⟩ (3.21)

在新的系统和环境的基矢|ωs
α⟩，|ωe

α⟩下，系统和环境对应的约化密度矩阵分别
为：

ρ̂s = TrE|ψ⟩⟨ψ| =
χ∑

α=1

λ2α|ωs
α⟩⟨ωs

α|

ρ̂e = TrS|ψ⟩⟨ψ| =
χ∑

α=1

λ2α|ωe
α⟩⟨ωe

α| (3.22)

因此，对于纯态，系统和环境的约化密度矩阵的本征谱是相同的。如果基

矢|ωs
α⟩，|ωe

α⟩是正交归一的，态|ψ⟩是归一的：

⟨ψ|ψ⟩ = 1 (3.23)

我们可以推出：

χ∑
α=1

λ2α = 1 (3.24)
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在满足上面的情况下我们可以定义纠缠熵：

S = −Tr[ρ̂s log(ρ̂s)] = −
χ∑

α=1

λ2α log(λ
2
α) (3.25)

实际上它是Renyi熵：

Sn =
1

1− n
[Tr(ρ̂ns )] =

1

1− n

χ∑
α=1

λnα (3.26)

在n = 1极限下的值。我们知道，对于只存在局域相互的物理体系，如果把它

分成系统和环境两部分，按照上面的定义我们来计算基态中系统和环境的纠缠

熵，会发现它们一般满足面积定律（Area Law for the Entanglement Entropy）

[36]：

S ∼ Ld−1 (3.27)

其中L是系统或者环境的线性尺度，d是整个体系所在的空间维度。如果系统是

临界体系一般会有一个对数修正项：

S ∼ Ld−1 log(L) (3.28)

纠缠熵的面积定律说明系统和环境的纠缠只和他们界面的尺度有关。对于

一维的开放边界的体系，界面的尺度就是单个的点。因此一维有能隙体系的纠

缠熵随着系统（环境）的增长会到达一个饱和值[134]：

S ∼ Constant (3.29)

对于AKLT模型的基态，价键固态是有能隙的。它的纠缠熵不超过log(3)。对于

临界体系，纠缠熵随着系统（环境）的尺度对数增长：

S ∼ log(L) (3.30)

对于一个MPS，如果每个矩阵的维数不超过D，由正则形式的性质我们知

道，无论从体系的哪一部分将体系分成两部分，它们之间的纠缠最大的情形是

约化密度矩阵的N个本征值均为1/N，它们之间的纠缠熵都不会超过：

Smax ≤ − 1

D

D∑
α=1

log
1

D
= logD (3.31)
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因此对于一维的有能隙的量子系统，将其分成两部分后的纠缠熵不会超过

一个常数（S ≤ S0）。对于一个MPS，如果D > exp(S 0)，则从纠缠熵的角度

来看，这个MPS可以严格描述这个量子体系的基态[135, 136]。对于一维的临界

体系，因为纠缠熵的增长随着体系的增长对数增长，如果体系的尺度不是很

大，对于一个MPS，只要D足够大，总能描述此体系的纠缠。

Rommer Stefan 和Ostlund Stellan [35]最先发现利用DMRG得到的基态本

质上是一个MPS。每次在系统（环境）中加入一个点之后，我们要将系统的基

矢和新加的点的基矢做幺正变换：

|i′⟩ =
∑
i,s

U i′

s,i|i, s⟩ (3.32)

其中|i′⟩是新的新系统的基矢，|i⟩是初始系统的基矢，|s⟩是单个格点的基矢。如
果我们定义：

As
i,i′ = U i′

s,i (3.33)

那么DMRG的每一步对应的波函数都是一个形式为(3.12)的MPS。在DMRG计

算过程中变换矩阵U的幺正性保证了对应MPS满足正则形式。

我们回到DMRG遇到的困难[41]。对于周期边界条件，如果将一个体系分

成两部分，则这两部分之间的边界的尺度是2，而对于开放边界条件，边界的

尺度是1。因此从面积定律来看，一个周期性的体系的基态的纠缠熵是开放边

界条件的两倍。因为在MPS 框架下有S ∼ logD。因此要描述一个周期性的体

系的基态，对应的MPS的保留状态数(Dp)应是对应的开放体系的(Do)平方：

logDp = 2 logDo ⇒ Dp = D2
o (3.34)

所以，在DMRG的计算中，保留同样的状态数的情况下，周期性边界条件的体

系的精度会远低于开放边界体系的精度。

对于二维有能隙的体系，如果将体系（L × L）分成两部分，此时两部分

的边界不再是孤立的点，而是一条线。我们由面积定律可以知道此时体系的纠

缠熵正比于体系的线性尺度：

S ∼ L (3.35)
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因此要准确的描述二维的体系，保留状态数应该随着体系大小指数增长：

logD ∼ L⇒ D ∼ exp(L) (3.36)

这样，我们就能解释Shoudan Liang 和Hanbin Pang在[55]中的发现：如果要使

得数值精度在重正化过程中保持不变，需要保留的状态数(M)是随着格点的数

目指数增长的。

同样我们可以理解，为什么在DMRG的计算中，在相同的保留状态数下

自旋S = 1/2的反铁磁海森堡链的数值精度不如自旋S = 1的高[34]。因为自

旋1/2的基态是无能隙的[137]，相比于自旋S = 1的有能隙的基态，纠缠熵会有

对数的修正。因此要保证同样的数值精度，必须在自旋S = 1/2的计算中，保

留状态数随着系统的尺寸增长：

logDS=1/2 ∼ α logL⇒ DS=1/2 = Lα (3.37)

如今，人们发展了很多基于MPS的数值算法，能够处理各种物理问题。

对于周期性边界条件，发展了优于DMRG的算法[40–42]，基于MPS的变分算

法[40, 43]，能处理连续体系和场的算法[44–46]，处理时间演化的算法[47–49]以

及处理有限温度性质的算法[50]。

下面介绍一下我们在文章中用到的算法：无穷大时间演化块消减(infinite

time-evolving block decimation)算法，简称为iTEBD算法[51, 52]，是一种基于

虚时演化的MPS算法。对于一个只有最近邻相互作用的哈密顿量：

H =
∑
r

h[r,r+1] (3.38)

如果将虚演化算符：

U = exp(−τH) = exp(−τ
∑
r

h[r,r+1]) (3.39)

不断的作用到任意一个和基态不正交的态|ψ0⟩上，就可以的得到系统的基态。

当τ很小的时候，对于虚时演化算法可以作Suzuki-Trotter分解：

exp(−τ
∑
r

h[r,r+1]) = exp(−τ
∑
r=odd

h[r,r+1]) exp(−τ
∑

r=even

h[r,r+1]) +O(τ 2)(3.40)

我们记：
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图 3.10: 在上图的MPS中，我们将约化密度矩阵的本征值显式的写入。红色的

正方形代表着(3.42)中的λ，白色的点代表Γ矩阵，三个和它相邻的键代表着它

的三个指标。

UAB = exp(−τ
∑
r=odd

h[r,r+1]) =
∏

r=odd

exp(−τh[r,r+1]) =
∏

r=odd

U [r,r+1]

UBA = exp(−τ
∑

r=even

h[r,r+1]) =
∏

r=even

exp(−τh[r,r+1]) =
∏

r=even

U [r,r+1] (3.41)

在iTEBD算法中我们用到的MPS的形式和(3.12)中的不一样。我们将约化

密度矩阵的本征值显示的写在MPS的形式里：

|ψ⟩ =
∑
ii,···in

(Γ[1]i1λ[1]Γ[2]i1λ[2] · · ·Γ[n]in)|ii, · · · in⟩ (3.42)

我们将(3.42)中表示的MPS图示在3.10中。

下面我们介绍iTEBD算法的步骤：

1. 给定一个初始的MPS，维数为D。如图3.11(a)所示，在这里我们考虑一

个无穷大的双子格的MPS。

2. 将投影算符（虚时演化算符）作用到这个MPS上，如图3.11(a)，得到一

个新的MPS，如图3.11(b) 所示。在图3.12中我们演示了局域的矩阵是如

何演化的。将局域的投影算符作用到相应的矩阵上，将左右两边的λB吸

收后形成一个四阶的张量Θ。将张量Θ的指标分成左右两部分，将其做

奇异值分解得到幺正矩阵X, Y和奇异值λA。最后将之前吸收的λB显式的

写出来，就可以得到和原来的MPS 形式一样的结构。我们知道λA的维数

为Dd(d是单个物理点的希尔伯特空间的维数)。为了保证MPS的维数在投

影之后不变，我们可以根据奇异值的大小进行切断。

3. 不断的交替将UAB和UBA作用到MPS上，直到相应的物理量达到收敛的

精度。
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图 3.11: iTEBD算法中，将局域演化算符作用到MPS上，最终仍然得到一

个MPS。

可以证明iTEBD算法的计算复杂度是O(d3D3)，存储的复杂度是O(d2D3)。

iTEBD相对于DMRG的一个好处在于它直接处理无穷大小的系统。而DMRG只

能处理有限大小的体系，为了得到无穷的的体系的性质，往往需要做有限尺度

的标度。

上面提到MPS能描述非临界的一维体系，但是对于临界体系，往往需

要保留状态数D比较大。我们注意到G. Vidal等人提出了一类新的变分波函

数:多尺度纠缠重正化假设（multiscale entanglement renormalization ansatz），

简称MERA[138–141]。从纠缠熵的角度来看，这类变分波函数能给出临界体系

的对数修正。但是由于其计算复杂度过高，现在并没有得到广泛的应用。

通过将MPS推广到二维，我们可以得到投影纠缠对态（projected entangle-

ment pair states），简称PEPS。PEPS 相比二维DMRG的优势由PEPS表示的

波函数满足二维体系的面积定律。我们注意至今为止基于PEPS的算法得到了

很大的发展[65–70]。在这里不详细介绍。
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图 3.12: iTEBD算法的流程图。

图 3.13: PEPS的图形表示。PEPS是MPS向二维的直接推广。每个点上的矩阵

变成四阶的张量，将所有张量的指标求和，就能得到在相应的基矢下展开的系

数。
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4.1 哈哈哈密密密顿顿顿量量量

在上面我们介绍了磁平移算符，并且分别考虑了电子在球面和环面上运动

的情形。下面我们将要从环面上电子的磁平移群的生成元出发，考虑一类和自

旋类似的模型。

首先我们回顾一下由自旋算符构成的海森堡模型。

把相邻的自旋耦合起来，就能构成海森堡模型，哈密顿量如下所示：

HXY Z =
∑
i

(JxS
x
i S

x
i+1 + JyS

y
i S

y
i+1 + JzS

z
i S

z
i+1) (4.1)

其中Sx, Sy, Sz代表自旋的三个分量，Jx, Jy, Jz代表三个方向的耦合常数。

对于各向同性的反铁磁(J > 0)海森堡模型，我们知道有Haldane猜想[74,

75]。Haldane 通过把d维量子反铁磁海森堡模型的有效作用量映射到d + 1维的

非线性σ 模型，得到了如下的结论：对于半整数的反铁磁自旋链，系统的激发

无能隙，关联函数幂次衰减，存在准长程的序。对于整数自旋的反铁磁链，系

统的激发存在能隙(Haldane能隙)，关联函数指数衰减。我们知道在非线性σ 模

型中有一个拓扑项。这一项只对半整数的海森堡链起作用，正是这一项导致

了haldane能隙的关闭。

半整数自旋链最简单的例子就是S = 1/2的自旋链。Marshall定理[142,

143]告诉我们，双子格的反铁磁海森堡模型的基态在适当的旋转局域基矢下，

可以是正定的（展开系数全为正）。后来Lieb等人推广了Marshall定理[7]，得

到了著名的Lieb-Schultz-Mattis定理[8, 9](我们注意到最近对于此定理有一个高

维的成功推广[144])，证明了半整数的自旋的反铁磁链的激发是没有能隙的。

S = 1/2的自旋链可以通过Bethe ansatz严格求解。J.des Cloizeaux等人修正了

之前的近似结果[4],得到了自旋1/2的反铁磁海森堡链的严格的激发为[137]：

ωk = (π/2)| sin k| (4.2)

如4.1所示。
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图 4.1: 来自于J.des Cloizeaux等人的文章[137],图中显示了Anderson通过近似方

法得到的激发谱和Bethe ansatz的严格解的结果。

需要指出的是这不是自旋波的结果,因为它的基态没有Neel序。S = 1/2的

自旋链的激发实际上是spion，携带1/2的自旋[5]。

对于自旋1/2的链，我们还有一个严格可解的模型:Majumdar-Ghosh模

型[6]，哈密顿量为：

HMG =
N∑
i=1

(Si.Si+1 +
1

2
SiSi+2) (4.3)

其中i是一维链中的编号为偶数的点。我们通过分析可以知道这个体系的基态

可以表示如下：

|d⟩± =

N/2∏
n=1

(| ↑2n↓2n±1⟩ − | ↓2n↑2n±1⟩)/
√
2 (4.4)

这两个态即是相邻的自旋组成的自旋单态的直积态。它们通过平移算符连接起

来。在这两个简并的基态之上有一个有限的能隙。显然，这两个态都破坏了体

系的平移不变性。

我们知道，半整数的自旋链的激发一般无能隙，如果有能隙只可能是破坏

了某种离散的对称性[145, 146]。Majumdar和Ghosh模型的基态由于破坏了系

统的平移不变形，因此它的激发谱必然存在能隙。
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对于整数自旋的反铁磁海森堡链,一个著名的例子就是自旋S = 1的AKLT模

型，哈密顿量为：

HAKLT =
∑
<ij>

[SiSj +
1

3
(SiSj)

2 +
2

3
] (4.5)

这个模型的基态严格可解[131, 132]，如图4.2所示。每个自旋S = 1可以分解成

两个自旋1/2的自旋，每个1/2的自旋分别与相邻的自旋形成一个自旋单态。我

们把这一类的态叫做价键固体态（VBS）。从基态的示意图4.2我们可以知道，

对于开放边界条件，AKLT模型的基态是四重简并的，因为在基态的末端，存

在两个孤立的S = 1/2的自旋。系统的基态满足平移不变性，关联函数是指数

衰减的[131, 132, 147]：

< Sa
0S

b
r >= δab(−1)r

4

3
3−r (4.6)

体系的激发存在能隙的[148–150]，大小约为∆ = 0.4105[34, 151–153]。

图 4.2: AKLT模型的基态，每个点上的自旋S = 1,可以分解成两个自旋1/2的自

旋，它们分别与相邻的自旋组成自旋单态。

虽然AKLT模型中系统的关联是短程的，不存在长程序。但是我们可以定

义一个非局域的序参量：弦序[10–14]：

g(l) =

⟨
Sz
0(

l−1∏
k=1

eiπS
z
k)Sz

l

⟩
(4.7)

来描述这个相，即所谓的Haldane相。我们注意到弦序不同于通常意义上的序

参量，它是描述体系全局性质的量。

后来发现实际上AKLT模型的基态破坏了一个隐藏的Z2 × Z2[15, 16]的对称

性。弦序和隐藏对称性的破缺概念可以推广到任意的整数自旋[77, 154]。

我们可以按照4.3(a)中的图示来理解海森堡模型。在每个点上的自旋S的2S+

1个状态数可以理解成球面电子在狄拉克磁单级子的作用下的最低的朗道能级。
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图 4.3: 在(a)中，每个点上有一个自旋S,它的2S + 1个状态可以看成是球面电

子在狄拉克磁单级子的作用下的最低的朗道能级。把相邻的能级耦合起来，

就是海森堡模型。在(b)中，我们将球面换成环面，类似的就能构成我们研究

的Quantum Torus Chain模型。

将相邻的电子的能级耦合起来，就构成了海森堡模型。如果我们球面换成环

面4.3(a)，则可以构造一个类似的哈密顿量：

H =
∑
i

(cos θ Ux
i U

x†
i+1 + sin θ U y

i U
y†
i+1 + h.c.). (4.8)

其中Ux和U y是环面上电子在磁场的作用下的磁平移群的生成元(2.61)。它们满

足如下的对易关系：

UxU y = ei2π/mU yUx, (4.9)

并且

(Ux)m = (U y)m = I (4.10)

其中m是穿过环面的磁通量子数，在这里作为模型的一个参数。我们把(4.8)描

述的模型叫做Quantum Torus Chain。我们知道在反铁磁的海森堡链存在

着Haldane猜想[74, 75]，不同的模型呈现出丰富的相和相变。对此我们期待新



第四章 QUNTUM TORUS CHAIN–一类新的模型 53

构造的Quantum Torus Chain模型也能出现类似的性质，这也是我们研究这个

模型的动机。

4.1.1 对对对称称称性性性

下面我们将要讨论Quntum Torus chain模型的对称性。

首先我们写出算符Ux, Uy的具体表示，在(2.61)中我们给出了一组基{|q⟩} =

{|0⟩, |1⟩, · · · , |ν − 1⟩},在这组基下我们有：

Ux =
m−1∑
q=0

ei2πq/m|q⟩⟨q|,

U y =
m−1∑
q=0

|q + 1⟩⟨q| (4.11)

我们可以选择另外一组基|q̃⟩，它是|q⟩的傅立叶变换：

|q̃⟩ = 1√
m

m−1∑
q=0

e2πiqq̃/m|q⟩ . (4.12)

在这组新的基下面，符Ux, Uy的具体形式为：

Ux =
m−1∑
q̃=0

|q̃ + 1⟩⟨q̃|,

U y =
m−1∑
q̃=0

e−2πiq̃/m|q̃⟩⟨q̃|. (4.13)

4.1.1.1 內內內禀禀禀对对对称称称性性性

由上面可以看到，Quantum Torus Chain模型存在对偶对称性：

θ ↔ π/2− θ (mod 2π), Ux ↔ Uy (4.14)

这个对称性表明，Quantum Torus Chain关于θ的相图是关于一三象限的对角线

轴对称的。这将在后面的相图中体现。

类似于海森堡链的Stot
z 守恒，我们可以定义如下的量Ux和Uy：

Ux =
L∏
i=1

Ux
i

Uy =
L∏
i=1

U y
i (4.15)
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可以验证它们和哈密顿量对易：

[Ux, H] = 0, [Uy, H] = 0 (4.16)

但是

UxUy = e2πiN/mUyUx (4.17)

其中N是链的总长度。即虽然这Ux和Uy都和哈密顿量对易，但它们本身并不对

易，它们交换之后会产生一个相因子。如果链长N不为m的整数倍，对于任何

一个H和Ux的本征态ψ，我们会有：

ψ,Uyψ, (Uy)2ψ, · · · , (Uy)m−1 (4.18)

均为H的本征态，并且它们相互正交。在这种情况下，H的所有的能级都

是m重简并的。为了消除这种简并，我们在以后的讨论中都取链长为m的整数

倍：N = km,此时有：

UxUy = UyUx (4.19)

我们可以定义在|q⟩, |q̃⟩基矢上的复共轭算符K和K̃，它们是反对易的。因
为哈密顿量在|q⟩, |q̃⟩基矢上是实的，所以算符K和K̃都和哈密顿对易。

对于上面提到的基矢的傅立叶变换，我们可以定义算符S：

S|q⟩ = |q̃⟩, S†|q⟩ = | − q̃⟩ (4.20)

它们和哈密顿量对易(4.13)。在自对偶点，θ = π/4, 5π/4，S和哈密顿量对易。

S，K，Ux，Uy构成了系统的对称群。这个群中的元素满足以下的乘法关系：

S2 = S†2, S3 = S†

S4 = I,K2 = I

UxUy = UyUx, (Ux)m = (Uy)m = I

SK = KS†, SK† = KS

K̃ = SKS† = S†KS

SUxS† = (Uy)†, SUyS† = (Ux)

KUxK = (Ux)†, KUyK = (Uy) (4.21)
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这个群是和周期性正方格子的对称性同构的。其中Ux，Uy对应于晶格上两个

方向的平移操作，S是两个垂直方向的转动，K是绕轴的反射操作。

在非自对偶的点，S不再是对称操作，但是S2, K, Ux，Uy依旧是系统的对

称操作，这时，系统的对称群退化到长方晶格的对称性（x, y两个方向的长度

不一样）。

在m = 2的情况下，Ux，Uy和海森堡自旋有如下的对应：

Ux = σx,Uy = σy (4.22)

Qunatum Torus Chain模型退化到海森堡自旋的xy模型：

H =
∑
i

(cos θσx
i σ

x
i+1 + sin θσy

i σ
y
i+1) (4.23)

在自对偶点，(4.21)中的对称操作会扩展到x, y平面内的转动：

S(ϕ) = exp(i
ϕ

2

∑
i

σz
i ) (4.24)

4.1.1.2 格格格点点点对对对称称称性性性

对于一维链,我们定义的哈密顿量(4.8)关于平移操作T : i→ i+1是对称的。

同时有反射对称性：Pk。当k是整数的时候，Pk是以k为中心的反射，当k是半

整数的时候，Pk是以点k− 1/2和k+1/2的中点为中心的反射。关于平移和反射

我们有如下的乘法关系：

TN = I, P 2
k = I

TT † = I, P †
k = Pk

TPk = Pk+1/2, TPkT
† = Pk+1

TPk = PkT
† = PkT

N−1 (4.25)

4.1.1.3 能能能级级级的的的简简简并并并度度度

因为在格点的长度是m倍数的情况下，对称操作Ux 和Uy相互对易。我们

可以定义守恒量(e2πiQ/m, e−2πiQ̃/m), 简写为(Q, Q̃). 在qi和q̃i基下我们有：

Q =
∑
i

qi(mod m)

Q̃ =
∑
i

q̃i(mod m) (4.26)
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因此，哈密顿量是分块对角的。我们可以用(Q, Q̃)来标记希尔伯特空间中不同

的块，同样，它也是态的一个标记。

对称算符K和S作用在态
(Q
Q̃

)
上有：

K

(
Q

Q̃

)
=

(
Q

−Q̃

)
S

(
Q

Q̃

)
=

(
Q̃

−Q

)
(4.27)

将对称算符连续的作用在态
(Q
Q̃

)
上我们可以得到如下的八重态：(

Q1

Q2

)
,

(
−Q1

Q2

)
,

(
Q1

−Q2

)
,

(
−Q1

−Q2

)
(
Q2

Q1

)
,

(
−Q2

Q1

)
,

(
Q2

−Q1

)
,

(
−Q2

−Q1

)
(4.28)

对于一些特殊的Q1, Q2的取值，存在一些低重的简并态：(
0

0

)
(4.29)

(
0

Q

)
,

(
0

−Q

)
,

(
Q

0

)
,

(
−Q
0

)
, Q ̸= 0 (4.30)

(
Q

Q

)
,

(
−Q
Q

)
,

(
Q

−Q

)
,

(
−Q
−Q

)
, Q ̸= 0 (4.31)

上面的简并度关系只是在m > 4的情况下成立。对于m = 3的情形，只

有(4.29)中的单态, (4.30)中的四重态和(4.31) 中的四重态存在。对于m = 2的情

形，因为Q = −Q, (4.30)中的四重态变成一个二重态，(4.31) 中的四重态变成

一个单态。

以上是关于自对偶点θ = π/4, 5π/4上的能级的简并的讨论。如果在非自对

偶点，系统的对称性会下降，同时(4.28), (4.30)中的多重态会分裂成重数更小

的简并态。(4.28)中的八重态会分裂成两个四重态，(4.30)中的四重态会分裂成

两个二重态，(4.31)中的四重态依然是一个四重态。

下面考虑格子的平移和反射操作对能级简并度的影响。我们从平移算

符T的一个本征态出发：

T |η⟩ = η|η⟩, η = exp(2πi
n

N
) (4.32)
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其中n用来标记不同的动量。因为对于周期性边界条件，平移群就是ZN群，

只有一维的表示T = exp(2πi n
N
)。将T作用到态P |η⟩上面，利用等式TP =

PTN−1我们可以得到：

TP |η⟩ = PTN−1|η⟩ = ηN−1P |η⟩ = η∗P |η⟩ (4.33)

上面的式子表明，如果η是实数，即n = 0，N/2(仅仅当N是偶数的情况),P |η⟩和|η⟩
可能是同一个态，因为它们都是T的本征值为η的本征态。但是如果η是一个复

数，它们是不同的态。所以在第一种情况下，由T和P生成的表示是一维的，

在第二种情况下是二维的。

4.1.1.4 在在在m = 3情情情形形形下下下的的的衍衍衍生生生对对对称称称性性性

在后面的部分我们将主要考虑m = 3的情行。

我们首先考虑4.8中的Ux
i U

x†
i+1 + h.c 项,有

(Ux
i U

x†
i+1 + h.c)|qi, qi+1⟩ = 2 cos(2πi(qi − qi+1)/m)|qi, qi+1⟩ (4.34)

因为cos 2π
3
= cos 4π

3
= −1

2
，所以m = 3，当θ = 0时，系统的基态是无穷简并的

为：

|q0, q1, · · · qN−1⟩, qi ̸= qi+1 (4.35)

简并度为2× 3N−1。我们将(4.35)中的态构成的空间叫作投影空间。因为在简并

的基态上有一个有限的能隙，我们在考虑θ = 0附近的情况时，有效的哈密顿

量就是限制在投影空间中的投影哈密顿量：

H = sin θ P
∑
i

Hy P . (4.36)

其中Hy为4.8中的第二项U y
i U

y†
i+1 + h.c，我们考虑在投影空间下它的形式：

U y
i U

y†
i+1|0, 1⟩ = |1, 0⟩, U y†

i U
y
i+1|0, 1⟩ = |2, 2⟩

U y
i U

y†
i+1|0, 2⟩ = |1, 1⟩, U y†

i U
y
i+1|0, 2⟩ = |2, 0⟩

U y
i U

y†
i+1|1, 0⟩ = |2, 2⟩, U y†

i U
y
i+1|1, 0⟩ = |0, 1⟩

U y
i U

y†
i+1|1, 2⟩ = |2, 1⟩, U y†

i U
y
i+1|1, 2⟩ = |0, 0⟩

U y
i U

y†
i+1|2, 0⟩ = |0, 2⟩, U y†

i U
y
i+1|2, 0⟩ = |1, 1⟩

U y
i U

y†
i+1|2, 1⟩ = |0, 0⟩, U y†

i U
y
i+1|2, 1⟩ = |1, 2⟩ (4.37)
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我们可以看到，当我们把哈密顿量投影到投影空间后，Uy
i U

y†
i+1 + h.c实际上就

是交换算符Pi,i+1:

Pi,i+1|qi, qi+1⟩ = |qi+1, qi⟩, qi ̸= qj (4.38)

因此在θ = 0附近有效的哈密顿量为：

H = sin θ P
∑
i

Pi,i+1 P . (4.39)

在上一节4.26我们知道Q是好量子数。但是现在在投影空间，我们可以知

道在基矢|q0, q1, · · · qN−1⟩中0, 1, 2的个数：

N0 =
∑
i

δ(qi, 0)

N1 =
∑
i

δ(qi, 1)

N2 =
∑
i

δ(qi, 2) (4.40)

是守恒量。但是它们之间有一个粒子总数为N的限制：

N0 +N1 +N2 = N (4.41)

所以它们之中只有两个是独立。这种对称性是原来哈密顿量(4.8)的低能有

效模型中的对称性，因此这两个守恒量对应的U(1)的对称性是一种衍生

（Emergent）对称性。

同时，我们可以证明，上面的讨论不仅仅局限于m = 3的情形。对于奇数

的m = 2n + 1，在θ = 0附近，低能的有效哈密顿量都是将哈密顿量(4.8)投影

到θ = 0的基态的子空间。而这时我们将一共有m− 1个衍生的守恒量。

4.2 关关关于于于一一一般般般m的的的讨讨讨论论论

在上面我们讨论了Quantum Torus Chain模型的对称性，在这一章，我们

将要讨论对于一般的m下的一些性质。在前面我们提到，对于反铁磁的海森堡

自旋链，有Haldane[74, 75]猜想。在这里我们将发现，奇数和偶数的m对应的

模型的性质和反铁磁海森堡自旋链一样，有很大的不同。
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在[18–20]中文小刚等人对于一维的自旋系统的相进行分类时指出：如果系

统的态空间够成是系统对称群G的投影表示，那么这个系统没有平移不变的保

持系统对称性的有能隙的态。一个例子就是半整数的自旋链，它的基态要么是

无能隙的，要么破环系统的某些离散的对称性，基态变成简并的。自旋1/2 的

反铁磁海森堡链[137]和Majumdar-Ghosh[6]模型分别对应于上面的两种情况。

我们在上一章中指出，基矢|q0, q1, · · · qN−1⟩够成的是Zν × Zν的投影表示。

因为有对易关系UxUy = ei2π/mU yUx。因此上面的关于基态性质的判断适用

于Quantum Torus Chain模型。

Gapped

Gapped

G
a
p

p
e
d

G
a
p

p
e
d

图 4.4: xy模型的相图，在叉代表的点，系统退化成经典体系。红色的点是临界

点，同时也是相边界。除了红色的点外，在整个相图上，系统的激发都存在能

隙

我们先考虑m = 2的情形。m = 2时，Quantum Torus Chain退化成自旋

的xy模型(4.23)。这个模型是可以通过Jordan-Wigner变换[155]变成一个自由的

费米子模型[156]。

在4.4中我们画出来xy模型的相图。这个模型在除了θ = ±π/4和θ =

±5π/4的点是无能隙外，其它的点都是有能隙的。在有能隙的相，Ux/Uy或

平移的对称性自发破缺，在无能隙的临界点，系统的基态是保持体系的所有的

对称性。这是符合[18–20] 中关于一维体系基态的结论。

为了知道体系的相图怎样随着m变化，我们考虑四个特殊的点。
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首先，在θ = π,哈密顿量(4.8)退化到经典情形。系统的基态是m重简并的

铁磁直积态：

|ψ0⟩ =
N∏
i=1

|q⟩, q = 0, 1, · · ·m− 1 (4.42)

显然上面的三个态破环了Uy的对称性。在这三个简并基态上存在能隙。因此，

在θ = π附近，系统都应该是有能隙的。对于m = 2的情形，这个有能隙的相延

伸到3π/4 < θ < 5π/4，由于有对偶的对称性(4.14)，在关于一三象限对角线轴

对称的区域5π/4 < θ < 7π/4，系统也是有能隙的。

当θ = 0时，体系退化成一个经典系统，但是此时的耦合常数是反铁磁的。

如果m是偶数，体系依然没有阻错，基态同样是m重简并的：

|ψ0⟩ =
N∏
i=1

|(−1)iq⟩, q = 0, 1, · · ·m− 1 (4.43)

在这m重简并的基态之上有有限大小的能隙。因此在θ = 0附近，系统都应该存

在一个有能隙的区域。对于m = 2的情形，这个相延伸到−π/4 < θ < π/4，由

于对偶对称性，系统在π/4 < θ < 3π/4也是有能隙的。

但是，当m是奇数时，基态和偶数的情形不一样。在θ = 0这个点，系统的

基态是无穷简并的

|ψ0⟩ = |q0, q1, · · · qN−1⟩, qi − qi+1 = (m± 1)2(mod m) (4.44)

从上面可以看出基态的简并度为2N−1m。当偏离θ = 0时，哈密顿量(4.8)中的第

二项Uy
i U

y†
i+1 + h.c 会将它们混起来，从而解除系统的简并度。这和有阻错的磁

性系统类似。同样，由于对偶对称性(4.14)，在θ = π/2时也有同样的结论。此

时，我们无法像偶数m的情况那样对系统的激发给一个确定的判断。

从上面的分析可以看出，m的奇偶性在反铁磁区域θ = 0附近能造成体系基

态的本质区别。

4.3 数数数值值值的的的结结结果果果和和和讨讨讨论论论

我们主要研究了m = 3的情形。在下面除非我们提到m的值，否则都是针

对m = 3的情形。
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图 4.5: m = 3的Quantum Torus Chain的相图。红色的点代表连续相变，实

心的黑点代表一级相变。叉代表退化到经典的铁磁模型的点。由于对偶对称

性(4.14)，相图关于一三象限的对角线轴对称。

在图4.5中，我们给出了m = 3的Quantum Torus Chain的相图。可以看到

随着θ的变化，体系的基态表现出不同的行为。由于Quantum Torus Chain的

对偶对称性(4.14)，我们只用考虑一半的相图。从0到π/2，体系是无能隙的。

在π/2这一点，体系经过一个一级相变到达另外一个无能隙的相。在0.6π附近，

体系经过一个连续的相变进入一个有能隙的相。最后在5π/4这一点，一个一级

相变将两个对偶的有能隙的相连接起来。

在图4.6中我们给出了L = 12的体系的精确对角化的结果。从图中我们可以

明显的看到在π/4这一点，体系有一个一级相变。同时在5π/4这一点，我们能

够看到相变的迹象。

在下面我们将对各个相分别讨论。

4.3.1 θ = 0附附附近近近的的的临临临界界界相相相

在前面关于对称性的讨论中，我们知道对于奇数的m，在θ = 0附近，

体系的低能有效模型是将哈密顿量(4.8)投影到θ = 0的基态子空间：H =

sin θ P
∑

i Pi,i+1 P。

我们发现，在θ = 0两侧，有效哈密顿量的能级关于E = 0是对称的，即如
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图 4.6: 经过精确对角化方法得到的m = 3的Quantum Torus Chain的基态能量，

体系的长度L = 12。上图显示的是基态的能量，下图给出了能量对于θ的一阶

导数。

果基态中有一个能级ϵi，则必然存在另一个能级−ϵi。在下面给出了一个严格的
证明。

因为低能的有效哈密顿量是交换算符Pi,i+1的叠加，所以在q的直积表

象|q0, q1, · · · qN−1⟩, qi ̸= qi+1 下，0, 1, 2的个数N0, N1, N2是守恒的。我们可以将

基矢通过N0, N1, N2分成不同的类，记作（N0, N1, N2），哈密顿量在不同的块之

间的矩阵元是0（分块对角）。在同一（N0, N1, N2）类中，基矢是可以通过交

换算符Pi,i+1连接。我们进一步将（N0, N1, N2）类分成两块，从中选出任一基

矢，将所有通过偶数次交换能和它等价的归为一类，记作[N0, N1, N2]even；将

所有通过奇数次交换能和它等价的归为另一类，记作[N0, N1, N2]odd。定义一个
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算符Γz：

Γz|i⟩ = |i⟩,∀|i⟩ ∈ [N0, N1, N2]even

Γz|i⟩ = −|i⟩, ∀|i⟩ ∈ [N0, N1, N2]odd (4.45)

我们知道H = sin θ P
∑

i Pi,i+1 P只包含交换算符的线性组合，因此我们可
以得到：

HΓz|i⟩ = H|i⟩, ∀|i⟩ ∈ [N0, N1, N2]even

ΓzH|i⟩ = −H|i⟩, ∵ H|i⟩ ∈ [N0, N1, N2]odd (4.46)

同时我们也有：

HΓz|i⟩ = −H|i⟩, ∀|i⟩ ∈ [N0, N1, N2]odd

ΓzH|i⟩ = H|i⟩, ∵ H|i⟩ ∈ [N0, N1, N2]even (4.47)

因此我们有：

[Γz H]+ = 0 (4.48)

即Γz和投影哈密顿量反对易。因此对于任一H的本征态：

H|ϵ⟩ = ϵ|ϵ⟩ (4.49)

我们有：

HΓz|ϵ⟩ = −ΓzH|ϵ⟩ = −ϵΓz|ϵ⟩ (4.50)

因此，Γz|ϵ⟩也是H的本征态，对应的能量为−ϵ，所以系统所有的能级是关
于E = 0对称的。

因为有sin θ = − sin(−θ)，所有在θ = 0的两侧，体系有效哈密顿量的能级

完全相同。上面的推导同样适用于其它奇数m的情况。

4.3.2 0 < θ < π/2的的的临临临界界界区区区域域域

4.3.2.1 精精精确确确对对对角角角化化化的的的结结结果果果和和和能能能级级级相相相对对对位位位置置置随随随链链链长长长增增增长长长的的的移移移动动动

在图4.7中，我们给出了L = 12的开放边界条件下的精确对角化的结

果。在对称性的分析中，我们知道，可以用(Q, Q̃)来标记每个态(4.26)。因为
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Q 0= Q (2)=1Q 0= Q (2)=1

θ=tan (1/5)
-1

(0,0)

(0,1) (0,2)

(1,0)

(1,1) (1,2)

(0,1) (0,2)

(0,0)

(1,0)

(0,0)

(1,0)(0,1) (0,2)

(1,1) (1,2)

(1,0)(0,1) (0,2)

(0,0)

Q 0= Q (2)=1

(0,0)

(0,1) (0,2)

(1,0)

(1,1) (1,2)

(0,1) (0,2)

(0,0)

(1,0)

L=12 open boundary

θ=tan (5/6)
-1

θ π/4=tan (1)=
-1

图 4.7: 对长度为12的开放边界体系作精确对角化得到的结果。每个能级上的数

字表示着对应的量子数(Q, Q̃)

对于m = 3，有−1( mod 3) = 2，根据对称性分析中的结论(4.28)，(4.29)，

(4.30)，(4.31)我们知道，对于(Q, Q̃)标记的态，将其中的1, 2互换，得到的态是

与其简并的态。

在图4.7中，我们根据Q的值将能级分类，每个能级上的两个数字代表着

对应的量子数(Q, Q̃)。从左至右我们演示了能级如何从θ = 0演化到θ = π/4

（由于对偶对称性，在0 < θ < π/2，我们只需研究0 < θ < π/4的区域）。因为

在θ = π/4，体系是自对偶的，相比于其它的点，增加了Q和Q̃交换的对称性，

所以能级的简并度变高。图4.7清楚的显示了这一点。

在图4.8中，我们给出了在θ = π/4时能级随着链长的变化情况，随着链

长L的增加，会出现能级的交错。

在后面DMRG计算的结果中，我们将会发现，在θ = tan−1(1/5)时能级也

会发生移动。最后，在图4.9中，我们给出了热力学极限下的能级的分布。

从上面的讨论我们知道，在整个区间，有限尺寸的效应很大。为了更好的

研究体系的能隙，我们采用了DMRG方法研究了更大的体系。
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Q 0= Q (2)=1

L 12 open boundary=

θ π= /4

(0,0)

(1,0)(0,1) (0,2)

(1,1) (1,2)

(1,0)(0,1) (0,2)

(0,0)

(0,2)

(0,0)

(0,1) (1,0)

(1,1) (1,2)

(1,1) (1,2)

Q 0= Q (2)=1

L 6 open boundary=

(0,0)

(1,0)(0,1) (0,2)

(1,1) (1,2)

(1,0)(0,1) (0,2)

(0,0)

(0,2)

(0,0)

(0,1) (1,0)

(1,1) (1,2)

(1,1) (1,2)

图 4.8: 精确对角化的结果。当L增加时，图中红色的能级上移。每个能级上的

数字表示着对应的量子数(Q, Q̃)

4.3.2.2 DMRG和和和MPS的的的结结结果果果

在图4.10(a)中，我们给出了在Q = 1子空间的激发能随着系统尺寸的变化

情况。在图4.10(b)中，我们给出了在Q = 0子空间的第一激发态随系统尺寸的

变化情况。可以看到，所有研究的激发能都随着尺寸变大趋近于0。由此可以

判断，在θ = π/4体系是没有能隙的。

同样，在图4.11中我们给出了在θ = tan−1(1/5)时的各个激发能的大小。随

着链长的增加，它们都趋近于0。

从上面的结果我们知道在0 < θ < π/2的区域，体系应该是无能隙的。下面

我们考虑关联函数。我们定义关联函数如下：

C l
x = ⟨Ux

1U
x†
l+1 + h.c⟩

C l
y = ⟨U y

1U
y†
l+1 + h.c⟩ (4.51)

在图4.12中，我们给出了θ = π/4时，C l
y随着长度l变化的情况。我们可以看到

它呈现三周期的行为：C l
y的符号满足−−+−−+ · · ·的结构。为此我们定义均
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Q 0= Q (2)=1Q 0= Q (2)=1

θ=tan (1/5)
-1

(0,0)

(0,1) (0,2)

(1,0)

(1,1) (1,2)

(0,1) (0,2)

(0,0)

(1,0)

(0,0)

(1,0)(0,1) (0,2)

(1,1) (1,2)

(1,0)(0,1) (0,2)

(0,0)

θ π=tan 1=
-1

图 4.9: 在热力学极限下的能级的分布情况。每个能级上的数字表示着对应的量

子数(Q, Q̃)。

匀（uniform）关联函数和交错（staggered）关联函数：

C l
u = (C l−1

u + C l
u + C l+1

u )/3

C l
u = C l

u − C l+1
u /2− C l−1

u /2 (4.52)

在图4.13中，我们给出了θ = π/4时均匀关联函数和交错关联函数随距

离的变化情况。在θ = π/4时，由于对偶对称性，Ux和Uy的关联函数是等价

的。从图中我们可以看到它们都是满足幂次衰减的关系。这与上面得到的

在0 < θ < π/2区域系统是临界（无能隙）的结论自洽。

无论是直接从能隙，还是从关联函数的幂次衰减，我们都可以看到，体

系在0 < θ < π/2区域是临界的。为了更好的研究这个临界区域的性质，我

们研究了对应的共形场论的中心荷（Central Charge）c。在图4.14中，我们

给出了在θ = π/4, tan−1(1/5), tan−1(1/4), tan−1(1/10)时纠缠熵随着尺寸的变

化。在DMRG的计算中，我们最大的保留的状态数是M = 1000，从图4.14

（a)中我们可以看到当M = 1000时，纠缠熵基本收敛。纠缠熵的定义见(3.25)。
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图 4.10: θ = π/4，（a）图给出了Q = 1的子空间的激发能随着链长L的变

化。（b）图给出了在Q = 0的子空间第一激发能的大小。可以看出，在链长为

无穷大的时候，所有的激发都趋近于0。

在DMRG的计算中，我们采用的是开放边界条件。在计算纠缠熵时，我们将体

系从正中间分成长度相同的两部分。

我们可以看到纠缠熵和体系长度的对数表现出很好的线性关系。这说明在

临界区域0 < θ < π/2，体系是可以用共形场论（Conformal Field Theory）来

描述[80–82]。我们知道对于开放边界条件的体系，如果切断出一段长度为l的

部分，记作A，共形场论给出纠缠熵的表达式为：

SA = (c/6) log
(
(2L/πa) sin(πℓ/L)

)
+ g + c0 (4.53)

其中c是对应的临界行为的中心荷。a是晶格中相邻两点的长度（我们设为1），

g是边界熵，c0是一个非普适的常数。我们是将体系从中间分成了长度相同的

两部分：l = L/2，因此我们有：

SA ≃ (c/6) log(L) (4.54)

在图4.14中，我们通过拟合知道在临界区域0 < θ < π/2，中心荷的值都

为2。我们知道在θ接近于0时，体系有两个衍生的守恒量，对应于两个衍生

的U(1)对称性。这或许和中心荷为2有关系。我们知道，对于三条链的相互作

用玻色体系，在1/3填充时，有一个类似的中心荷为2的临界相[157, 158]。
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图 4.11: θ = tan−1(1/5)，（a）图给出了Q = 1的子空间的激发能随着链长L的

变化。（b）图给出了在Q = 0的子空间第一激发能的大小。可以看出，在链长

为无穷大的时候，所有的激发能都趋近于0。

为了进一步的证实系统的临界性，我们用DMRG研究了纠缠谱λi（约化密

度矩阵的本征值）的分布。如果记在所有的纠缠谱中大于λ的个数为n(λ)，它

们有如下的关系[159]：

n(λ) = I0(2
√
b ln(λmax/λ)) , (4.55)

其中Ik(x)是修正的第一类贝塞尔函数（modified Bessel function）。b = − ln(λmax)，

λmax 是约化密度矩阵的最大本征值。

在图4.15中，我们给出了在θ = π/4和θ = tan−1(−3)的纠缠谱的分布。可以

看到，它们和共性场论的结果符合的很好。这进一步证实了区域0 < θ < π/2可

以用共形场来描述，因此也是临界的。

至此，我们知道了在临界区域可以用c = 2的共性场来描述，但是c = 2的

共形场有很多种[83]。共形场论指出，对于周期性的一维量子系统，体系的能

级有如下的行为[84]：

E = E1L+
2πν

L
(− c

12
+ hL + hR) (4.56)

其中E1和ν是两个非普适的常数。c, hR, hL是由相应的共形场论给出。c是中心
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图 4.12: θ = π/4，C l
y随着长度l的变化。

荷，hR和hL表示能级：

hR = h
(0)
R +mR

hL = h
(0)
L +mL (4.57)

其中h
(0)
R/L是共形场论对应场的左右标度维度，mR/L是一个非负的整数。

对于基态，我们有：

EGs = E1L− 2πν

L

c

12
(4.58)

用各激发态的能量减去基态能，可以得到：

E − EGs =
2πν

L
(hL + hR) (4.59)

我们在上面通过纠缠熵和体系长度的拟合已经得到c = 2。通过对基态

能量对长度倒数的线性拟合(4.58)可得到ν的大小。在图4.16中，我们给出了长

度L为18的周期边界条件的精确对角化的结果。各个能级是以2πν
L
标度后的值。
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图 4.13: θ = π/4，均匀关联函数和交错关联函数随着长度l的变化。

在共形场论中，标度算符是通过主要场（primary field）和它的衍生场来

分类的，对应的总标度维度分别为hR + hL = ∆p和hR + hL = ∆p + n，n是一个

正整数。原则上我们可以从精确对角化的能级中确定主要场的∆p和与之相关的

一系列能级。但从图4.16中，我们很难做出这样的结论。在前面的讨论中我们

知道，随着链长的变化，能级的相对位置会发生变化，这说明在这个体系中有

限尺寸的效应很明显。目前，我们只能算到L = 18的结果。因此，我们暂时不

能确定具体对应于临界区域0 < θ < π/2的共形场论。

4.3.3 π/2 < θ < 0.6π的的的临临临界界界区区区域域域

同样，我们在π/2 < θ < 0.6π区域我们发现体系是临界的。在图4.17中，我

们像上一节一样做了纠缠熵和体系长度的拟合(4.54)。我们发现在这个临界区

域，对应的中心荷也是2。

在上面关于能级的讨论中，我们知道在θ = 0附近的低能有效模型中，体系

的能级是关于E = 0对称的。因此改变θ的符号体系的能级不发生改变。因此，

在这两个区域：0 < θ < π/2和π/2 < θ < 0.6π低能性质相同是可以理解的。

在图4.15中，我们同样给出了在这个区域的纠缠谱的分布情况，和临界区

域0 < θ < π/2的结果一样，DMRG计算的结果和共形场论的结果吻合得很好。

我们注意到，区域区域0 < θ < π/2和π/2 < θ < 0.6π通过一个一级相变联

系起来，如图4.6（能量一阶导数在θ = 0, π/2 处不连续）。因为在θ = 0附近，
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图 4.14: 纠缠熵随着体系长度的变化，在（a）中θ = tan−1(1/5)，我们增

加DMRG计算中保留状态数直到纠缠熵收敛。通过对收敛部分的拟合，可以

得到中心荷c = 2。在（b）中我们比较了不同的θ点的情况，发现在临界区

域0 < θ < π/2，中心荷的值都为2。

θ反号后会出现低的能级和高的能级的交错（crossing）。所以在θ = 0, π/2时有

一个一级相变。

4.3.4 θ ∼ 0.6π的的的连连连续续续相相相变变变

DMRG的计算中，我们发现，在θ ∼ 0.6π时，体系会从临界区域通过一个

相变进入一个有能隙的区域。由于对偶性，在θ ∼ −0.1π会出现同样的相变。

在图4.18中，我们给出了在相变点附近的数值结果。图(a)我们给出了

两个最低的激发态随着体系尺寸变化时相对位置变化的情况。 ”gap in

Q=0 sector”是Q = 0的子空间，第一激发态和基态的能量的差。”Eg(Q=1)-

Eg(Q=0)”是Q = 1的子空间的基态能量和Q = 0子空间的基态能量的差。从

图中我们可以看到。在临界区域(θ < 0.6π)，Q = 1子空间的基态的能量要小

于Q = 0子空间的第一激发能。但是在有能隙的区域(θ > 0.6π)，情况正好相

反。因此对于给定的长度L，它们的能量会出现一个交叉。我们将交叉的点延

伸到L趋向于无穷大，可以得到相变点大概在θ = 0.61π。

在图4.18（b）中我们给出了MPS计算的基态能量的二阶导数随着尺寸变

化的情况。我们可以看到在相变点附近没有发现奇异性。因此这是一类似

于Kosterlitz-Thouless的连续相变。
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图 4.15: 纠缠谱的分布情况。其中实线是共形场论的结果。可以看到DMRG计

算的结果和共形场论的结果能够很好的吻合。

4.3.5 有有有能能能隙隙隙的的的区区区域域域

我们发现在0.6π < θ < 1.9π区域，体系的激发存在能隙。它们通过一个一

级相变点（θ = 5π/4）分成由对偶变换联系起来的两个区域。为了研究在这两

个区域的性质。我们可以先研究两个特殊的点。

在θ = π，我们体系只有Ux项，哈密顿量退化到铁磁的经典情形。此时基

态是三重简并的，为：

L∏
i=1

|q⟩, q = 0, 1, 2 (4.60)

对于偏离θ = π的点，体系的基态对于有限尺寸不再是简并的。但在热力学极

限下，基态仍然是三重简并的。在图4.19（b）中我们给出了在Q = 0子空间的

激发态的能量随着体系增加的变化情况。可以看到，随着链长的增长，能隙是

指数衰减的，这说明基态在热力学极限下是三重简并的（Q = 0子空间的第一

激发态是两重简并的）。

同时，我们计算了纠缠熵随着链长变化的情况，如图4.19（a）所示。随着

链长的增长，纠缠熵出现饱和的趋势。这说明了在这个区域体系是非临界的

（激发存在能隙）。
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图 4.16: θ = π/4，我们通过精确对角化得到的周期边界条件的能级。每个能级

的对应的动量k为横坐标。蓝色的十字代表着单态(Q, Q̃) = (0, 0)，红色的叉代

表着四重态(Q, Q̃) = (1, 1)(1, 2)(2, 1)(2, 2)，蓝色的叉和红色十字的组合代表这

四重态(Q, Q̃) = (0, 1)(0, 2)(1, 0)(1, 2)。

在θ = π这一点，基态是铁磁态，因此关联函数⟨Ux†
i U

x
j ⟩ 是常数，而Uy 的

关联函数除了距离为0时不为0，其它情况都为0。在偏离θ = π时，我们同样发

现了类似的结论。Ux的关联是长程的，而U y的关联是随着体系的长度指数衰

减。因此这个相破坏了Ux对称性。

由于对偶性，在θ = 3π/2，体系的基态是：

L∏
i=1

|q̃⟩, q̃ = 0, 1, 2 (4.61)

此时Ux和Uy的作用是相互交换的。在Q̃ = 0的子空间，基态三重简并。Uy的关

联函数是一个非零常数，而Ux的关联函数为0。在θ = 3π/2附近，任意链长下

的三重简并变为热力学极限下三重简并。Ux的关联函数变成随着链长指数衰减

到0，如图4.20 所示。这个相破坏了Uy对称性。
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图 4.17: 在π/2 < θ < 0.6π区域，通过DMRG计算的纠缠熵随着链长L的变化。

通过拟合可以知道c = 2。

在相变点（θ = 5π/4），体系自对偶，Ux和Uy等价。我们从图4.20可以看

到，它们的关联都是长程的。随着两点的距离增加，关联趋向于一个有限的

值。这说明在相变点，基态是分别破缺了Ux和Uy态的等权重线性叠加。

4.3.6 相相相变变变点点点θ = 5π/4

两个有能隙的相在θ = 5π/4这一点汇合。两边分别破缺Ux和U y的对称性。

在上一节，从θ = 5π/4时的关联函数我们知道，在相变点体系仍然是长程有序，

基态同时破坏了Ux和U y的对称性。

我们发现在θ = 5π/4 附近，有六个很重要的能级：两个(Q, Q̃) = (0, 0) 单

态，一个双重态(Q, Q̃) = (0, 1); (0, 2)和另一个双重态(Q, Q̃) = (1, 0); (2, 0)。数

值的结果表明，在相变点θ = 5π/4及其附近，能级是这样移动的：对于θ <

5π/4，基态在热力学极限下是三重简并的。这三个态分别是(Q, Q̃) = (0, 0)

的单态和(Q, Q̃) = (0, 1); (0, 2)的双重态。对于θ > 5π/4，基态在热力学极

限下也是三重简并的。这三个态分别是另外一个(Q, Q̃) = (0, 0) 的单态

和(Q, Q̃) = (1, 0); (2, 0)的双重态。在θ = 5π/4这一点，两个三重简并的态

重合到一起，导致在热力学极限下系统的基态为六重简并。其中两个双重

态(Q, Q̃) = (0, 1); (0, 2)和(Q, Q̃) = (1, 0); (2, 0)构成一个四重态。因为在自对

偶点，系统对称性增加，这四个态够成了扩大的对称性的一个四维表示。两
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图 4.18: 图（a）给出了在Q=0子空间的第一激发态和Q = 1子空间的基态的相

对位置随着θ的变化的情况。它们在0.6π附近会出现相对位置的改变。图（b）

给出了利用MPS计算的基态能量的二阶导数随θ的变化情况。

个(Q, Q̃) = (0, 0) 的单态在有限尺寸下会有有限大小的能隙。

在图4.21中，我们展示了在不同的保留状态数M的情况下，较低的激发态

是如何变化的。上面的分析指出，θ = 5π/4时，链长有限的情况下，体系的基

态是(Q, Q̃) = (0, 0)的单态，第一激发态是(Q, Q̃) = (0, 1); (0, 2); (1, 0); (2, 0)的

四重态。第二激发态是另外一个(Q, Q̃) = (0, 0)的单态。在图中，我们用∆1表

示第一激发态与基态能量的差，∆2表示第二激发态与基态能量的差。可以看

到，在不同的保留状态数下，DMRG计算出激发能基本收敛。∆1和∆2都表现

出随链长增加而指数衰减的行为。这证实了在有限尺寸下的第一激发态和第二

激发态与基态在热力学极限下是简并的，从而系统基态有六重简并。

在图4.22（a）中，我们给出了在Q = 1子空间中最低的两个能级的能量的

差。同过对DMRG结果的拟合，我们发现在热力学极限下，这个能隙不趋向0。

我们知道，在热力学下极限下，Q = 1的子空间的最低的态是六个简并的基态

之一。因此，我们可以得出结论：在θ = 5π/4点体系的基态是六重简并的，在

这之上，存在有限大小的能隙。

在图4.22（b）中，我们给出在θ = 5π/4附近能量对于θ的一阶导数。我们

采用了两种方法。一种是用iTEBD直接算出系统基态的能量，然后对θ求数值
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图 4.19: 在两个有能隙的区域中，我们选择了两个点：0.6476π和0.1235π。图

（a）给出了它们的纠缠熵随着链长变化的情况。当链长达到一定的长度时，纠

缠熵都出现饱和。这证实了在这个区域，体系是有能隙的。图（b）给出了在

有限链长下能隙（第一激发态为一个二重态）随链长的变化。可以看到，能隙

随链长都是指数衰减到0。这说明基态是三重简并的。

导数，另外是利用Fenyman-Hellman定理：

∂E0

∂θ
= ⟨∂H

∂θ
⟩ (4.62)

直接求基态能的一阶导数。从图中我们可以看出，两种方法得到的结果符

合得很好，在θ = 5π/4处，体系的基态能的一阶导数出现了不连续性。说明

在θ = 5π/4点，体系发生了一级相变。

我们进一步研究在相变点θ = 5π/4及其很小的领域内的体系的纠缠熵。

在图4.23中每条线的图例前面的数代表体系偏离相变点θ = 5π/4的大小。

后面的数字代表在DMRG计算中保留状态数M的大小。最后的一条线是通

过iTEBD方法得到的无穷长链的纠缠熵。

在图4.23中，我们可以看到，当链长较小时（L < 256）时，从纠缠熵的行

为判断，体系在这一点表现为一个c = 2的临界点。但随着体系长度的继续增

长，纠缠熵趋向于饱和，最后随着链长的继续增加，纠缠熵会下降到一个收敛

的值。这个值和通过iTEBD方法计算的无穷大尺寸的结果一致。
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图 4.20: 在θ = 5π/4和θ = 1.265π，Ux和Uy的关联函数。由于在θ = 5π/4点

体系的自对偶性，Ux和Uy的关联函数相同，它们都表现出长程关联的行为。

在θ = 1.265π时，U y的关联是长程的。而Ux随着距离的增加指数衰减到0。

纠缠熵在小尺寸下表现的临界行为说明在临界点θ = 5π/4附近，体系的关

联长度很长。因为当体系的长度L小于关联长度ξ 时，纠缠熵的面积定律仍然

成立。当体系的长度超过关联长度后，纠缠熵不会继续增长，而是保持一个常

数（由关联长度的值确定）[36]。

对于纠缠熵在链长达到某一值后下降的行为，我们可以这样来理解：

在靠近临界点θ = 5π/4的过程中，有两个单态(Q, Q̃) = (0, 0) （分别为θ >

5π/4和θ < 5π/4的基态）的能量发生了交叉，将他们分别记作|ψ−⟩和|ψ+⟩，其
中|ψ−⟩ (|ψ+⟩)是θ < 5π/4 (θ > 5π/4)时体系的基态。当θ = 5π/4时，对于有限

的链长，真正的基态是它们的线性叠加。远离相变点的时，它们迅速的变回各

自的基态|ψ−⟩ (|ψ+⟩)。这个过程的速度随着L的增加变得更快。因此在L→ ∞，
|ψ−⟩和|ψ+⟩的交叉变得尖锐，这也是为什么在θ = 5π/4，体系会有一个一级相

变的原因。
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图 4.21: 在θ = 5π/4，体系的第一激发能（四重态）∆1和第二激发能∆2（单

态）随着链长的变化。可以看出它们都随链长指数衰减到0，这说明在热力学

极限下，体系的基态是六重简并的。

假设我们选取的θ略小于5π/4。当L较小时，体系的基态是|ψ−⟩和|ψ+⟩的等
权重叠加。但是当L增变大时，体系的基态会迅速的变回到|ψ−⟩。态|ψ−⟩和|ψ+⟩的
纠缠熵，显然的要小于|ψ−⟩和|ψ+⟩的线性叠加态的纠缠熵。因此我们在图上会
看到纠缠熵的下降。

由于|ψ−⟩和|ψ+⟩在θ = 5π/4（自对偶点）的对偶对称性，以及它们在L趋向

无穷时的正交性。我们可以计算出纠缠熵在链长较大时的跳跃的幅度。

因为|ψ−⟩和|ψ+⟩对称，所以它们对应的施密特分解的谱是相同的：

|ψ−⟩ =
n∑

i=1

λi|s−i ⟩|e−i ⟩

|ψ+⟩ =
n∑

i=1

λi|s+i ⟩|e+i ⟩ (4.63)
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图 4.22: 图（a）给出了在六个简并基态之上的激发能随链长变化的趋势。通

过对DMRG计算中保留状态数为1500的结果的拟合发现在热力学极限下，体系

是有能隙的（∼ 0.04）。（b）给出了能量的一阶导数随θ的变化。数值导数和利

用Feynmne-Hellman定理得到的结果吻合地很好。在5π/4这个点，体系表现出

一个一级相变。

取的归一化的条件是约化密度矩阵本征值的和为1：

n∑
i=1

λ2i = 1 (4.64)

它们对应的纠缠熵是：

S+(−) = −
n∑

i=1

λ2i log(λ
2
i ) (4.65)

将|ψ−⟩和|ψ+⟩作线性组合之后，我们可以得到：

|ψ−⟩+ |ψ+⟩ =
n∑

i=1

λi|s−i ⟩|e−i ⟩+
n∑

i=1

λi|s+i ⟩|e+i ⟩ (4.66)

如果我们有

⟨e−i |e+j ⟩ = 0, ∀i, j

⟨s−i |s+j ⟩ = 0, ∀i, j (4.67)
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在重新归一化之后，我们有

Sm = −2
n∑

i=1

(λ2i /2) log(λ
2
i /2) = −

n∑
i=1

λ2i log(λ
2
i ) + log(2) (4.68)

所以态|ψ−⟩ + |ψ−⟩的纠缠熵(Sm)比它们单独的纠缠熵S+(−)大log(2)。我们

从DMRG得到的结果和log(2)非常的接近。

综上所述，我们确定了在θ = 5π/4点体系存在一个一级相变。在这个点两

侧，体系的基态为三重简并，在这之上的激发存在能隙。在相变点，这三个态

合在一起够成六重简并的基态。在相变点，我们发现在六个简并的基态之上的

激发有一个小的能隙。我们注意到，如果仅仅考虑较小的链长，会认为相变点

是一个可以用共形场论描述的c = 2的临界相。但是在更长的链长下，纠缠熵会

出现饱和。这也说明在相变点θ = 5π/4体系是非临界的。
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图 4.23: 在一阶相变点，θ = 5π/4及其附近的纠缠熵。图例上第一个数代表偏

离临界点的大小，第二个数是DMRG计算中保留状态数的大小。
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4.4 Quantum Torus Chain和和和SU(3)反反反铁铁铁磁磁磁海海海森森森堡堡堡模模模型型型的的的联联联系系系

下面我们将m = 3的Quantum Torus Chain模型写到费米子表象下。每个

点上的物理状态可以写为:

f †
0 |0⟩, f

†
1 |0⟩, f

†
2 |0⟩ (4.69)

其中f †
i为产生一个i类的费米子。则系统的哈密顿量(4.8)为：

H = α
∑
i,a

f †
i,afi,af

†
i+1,afi+1,a + β

∑
i,a,b

f †
i,a+1fi,af

†
i+1,b−1fi+1,b + h.c (4.70)

我们知道SU(3)的生成元为：

La
b = f †

afb −
δab
3

∑
c

f †
c fc (4.71)

因为每个点上的粒子数为1，上式的第二项为一个常数，则

La
b = f †

afb (4.72)

此时体系的哈密顿量可以写为：

H = α
∑
i,a

(La
a,iL

a
a,i+1) + β

∑
i,a,b

(La+1
a,i L

b−1
b,i+1 + h.c) (4.73)

此时的哈密顿量并不是SU(3)对称的。如果我们将体系的哈密顿量投影到θ =

0的基态的子空间，则可以得到投影哈密顿量为：

H = α
∑
i,a

(La
a,iL

a
a,i+1) + β

∑
i,a̸=b

(Lb
a,iL

a
b,i+1 + h.c) (4.74)

上面的哈密顿量是SU(3)不变的。在以上的形式下，投影空间的两个U(1)对称

性的生成元是:

L1
1 − L2

2, L
1
1 + L2

2 − 2L0
0 (4.75)

我们可以将以上的哈密量看成是SU(3)反铁磁海森堡模型

H =
∑
i,a,b

Lb
a,iL

a
b,i+1 (4.76)



82 一类一维量子模型的研究

的XXZ形式。

同样我们也可以将投影到θ = 0的基态的子空间的哈密顿量写到自旋1的表

象下：

H =
2

3
(α− β)

∑
<ij>

cos[
2π

3
(Si

z − Sj
z)] + β

∑
<ij>

[ŜiŜi+1 + (ŜiŜi+1)2] (4.77)

我们注意到上式中的第二项，

H = β
∑
<ij>

[ŜiŜi+1 + (ŜiŜi+1)2] (4.78)

就是所谓的Lai-Sutherland模型[85, 86]，它和SU(3)的反铁磁海森堡模型(4.76)是

可以相互转换的，它严格可解，激发无能隙，可以用c = 2的SU(3)1的Wess-

Zumino-Novikov-Witten模型来描述[87–89]。

m = 3的Quantum Torus Chain在SU(3)的反铁磁海森堡模型的基础上引入

了其它的项。对于(4.74)的研究也许能够给出m = 3的Quantum Torus Chain 的

具体的c = 2的共形场论。

4.5 小小小结结结

在这一章中我们推广了海森堡模型，得到了一类新的模型：Quantum

Torus Chain，其中有一个类似于自旋的参数m。我们首先详细的分析了这个模

型的对称性。然后分析了奇数m和偶数m的情况下体系性质的不同。奇数情况

下，在反铁区域，体系一般无能隙。但在偶数情况下体系的激发却是有能隙

的。这和Haldane猜想关于半整数和整数自旋的反铁磁自旋链的论断类似。

我们着重分析了m = 3时体系的相图。发现了交替的有能隙相和无能隙相，

以及各个相之间的相变。对于临界相，我们分析了对应的共形场。目前我们只

能确定临界区域的中心荷是c = 2。由于较大的有限尺寸效应，我们没能分析出

具体的共形场。

在相图中所有的有能隙的相都是破坏了体系的对称性，这和文小刚等人对

于一维模型的分类[17–20]的结果是一致的。

我们还研究了m = 3的Quantum Torus Chain和SU(3)的反铁磁海森堡模型

的关系。
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5.1 动动动量量量空空空间间间的的的DMRG

在S.R.White提出了实空间DMRG[22, 23]算法后，向涛将它推广到了动量

空间[93]。下面我们以Hubbard模型为例简要介绍一下动量空间的DMRG算

法。

Hubbard模型的哈密顿量为：

H = −t
∑
<ij>σ

c†iσcjσ + U
∑
i

ni↑ni↓ (5.1)

其中第一项是跃迁项，t是跃迁常数，第二项是同位排斥项，当一个格点上占

据两个电子时，体系的能量会上升U。通过傅立叶变换：

cm,σ =
1√
N

∑
k∈BZ

ck,σ. exp(i.m.k) (5.2)

我们可以得到动量空间的哈密顿量：

H =
∑
k,σ

ϵkc
†
k,σck,σ +

U

N

∑
k1,k2,k3

c†k1,↑ck2,↑c
†
k3,↓ck1−k1+k3,↓ (5.3)

其中N是体系中格点的个数，ϵk是动量空间的色散关系，为：

ϵk = −2t cos k (5.4)

对于每一个动量k，有四个自由度：

|0⟩, c†k,↑|0⟩, c
†
k,↓|0⟩, c

†
k,↑c

†
k,↓|0⟩ (5.5)

分别是空占据，占据一个向上的电子，占据一个向下的电子，以及同时占据两

个电子。

在实空间的DMRG中，我们是每次将两个点加入环境和系统块的中心。在

动量空间的DMRG中，动量空间的k点就像实空间中的点。将动量空间中的动
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量k按照一定的顺序排列，就形成了一条一维的链，我们就可以利用实空间

的DMRG算法来求解对应的体系的基态。

对于实空间中只有局域相互作用的哈密顿量(5.1)，在DMRG的计算过程

中，我们只需记录环境块和系统块最边缘的点的信息。因为新加入的点只和与

之近邻的点（系统或环境块的边缘）发生相互作用。但是实空间只有局域相互

作用的哈密顿量，通过傅立叶变换转换到动量空间后，哈密顿量不在是局域

的。每一个点都和另外的所有的点发生作用(5.2)。

因此，在动量空间的DMRG的计算中，我们需要保留系统或环境块中的每

一个点上的算符的全部信息。在加入两个点之后，新增的哈密顿量的项数也比

实空间中的多。因此动量空间的DMRG的计算相比相同保留状态数下的实空间

的DMRG，内存和计算量都要增加。

对于Hubbard模型，每个k点对应的自由度是4，这样在加入两个点之后，

总的体系的基矢的维度是M242（M是DMRG计算中的保留状态数）。最终我们

需要求解系统的基态，计算量为(M242)2。为了减少计算复杂度，可以减少单

个点的物理维数。为此，我们将每个点分成两部分：

|0⟩, c†k,σ|0⟩ (5.6)

即把同一个k点分成自旋朝上和朝下的两个点。这样每个点的自由度变为2，能

够减少计算的时间。

由于长程的相互作用，在动量空间的哈密顿量(5.2)中的项数为N3（由于有

动量守恒的要求）。为了减少项数，我们可以定义如下的组合算符：

a0(pσ) = cpσδ(pσ)∈A

a1(pσ) =
∑
q

a†0(qσ)a0(p+ qσ)

a2(p) =
∑
q

a†0(q ↑)a0(p+ q ↓)

a3(pσ) =
∑
q1q2

a†0(q1σ)a0(q2σ)a0(p+ q1 − q2σ)δ(pσ)/∈A

a4(p) =
∑
q

a0(q ↓)a0(p− q ↑) (5.7)

其中σ = −σ。此时，哈密顿量中的项数减少到了N项。使得计算的复杂度能够

减少。
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在[93]中，向涛利用上面介绍的动量空间DMRG方法研究了4× 4和8× 8的

二维的Hubbard模型。得到了较高精度的基态能量。

5.2 动动动量量量空空空间间间的的的DMRG在在在量量量子子子化化化学学学中中中的的的应应应用用用

上面介绍的动量空间的DMRG方法，相比于实空间的DMRG并没有太大的

优势，但是却为量子化学计算提供了新的途径。我么考虑一个原子，它的哈密

顿量为：

H =
∑
i

h(i) +
∑
i<j

gij (5.8)

其中第一项为单体的作用项，

h(i) = −1

2
∇2

i −
Z

ri
(5.9)

分别为电子的动能项和原子核对于电子的吸引相互作用。第二项为电子之间的

相互作用项为：

gij =
1

rij
(5.10)

当我们选择一组正交归一的单粒子基i，可以将上面的哈密顿量写到二次

量子化的表象。

H =
∑
ijσ

tijc
+
iσcjσ +

1

2

∑
ijrt,σσ′

Vijrtc
+
iσc

+
jσ′ctσ′crσ (5.11)

第一项是单体作用项，包含电子的动能和原子核的吸引，第二项为电子之间的

相互作用项。(5.11)所表示的哈密顿量，不仅可以表示单个原子，对于任何一

个有相互作用的多体系统，都能由它表示。将正交归一的基i按照一定的顺序

排列成一条链，这个体系的基态就可以用动量空间的DMRG来求解。

精确的求解分子体系的基态是量子化学中很重要的课题。S. R. White和R.

L. Martin在1999年第一次将动量空间的DMRG方法应用到了水分子（H2O）的

计算中[94]。在图5.1中，他们比较了不同的方法给出的在25个基矢下的水分

子的能量。可以看到，仅仅保留70个态，DMRG给出的基态能就比其它的方

法要低（因为DMRG是变分的方法，能量越低说明精度越高）。在保留状态数

为200时，DMRG得到的基态的能量就非常接近于精确对角化的的结果。
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图 5.1: 来自于S. R. White和R. L. Martin的文章[94]。各种不同的方法计算的水

分子的基态能量。Hartree-Fock轨道的数目是25。

DMRG在第一被用到了量子化学计算并取得成功之后，被广泛的应用到

了量子化学的计算中：CsH的能级的计算[95]，多烯类（polyenes）的研究[96]，

对过渡金属以及其团簇的研究[97]，过渡金属化合物的研究[98]，对铬（48Cr）

和镍（56Ni）的基态的研究[99]等等。同时，对于DMRG方法本身，也出现了很

多的改进[100–105]。

我们在2010年提出了一种能够提高DMRG精度的方法[108]。下面主要介绍

这种方法和展示得到的结果。

5.3 基基基于于于DMRG的的的对对对Hartree-Fock轨轨轨道道道的的的优优优化化化方方方法法法

在2003年，Garnet Kin-Lic Chan和Martin Head-Gordon对水分子的基态能

量做了一个基准（benchmark）的计算[109]。他们用了41个Hartree-Fock轨道，

DMRG 计算中的保留状态数达到了6000，给出了当时情况下在41个轨道下最

精确的水分子的能量值（一般来说，在能够处理的范围内，轨道基矢的数目

越多，得到的基态越精确，因此不同方法的比较一般在相同数目的轨道下进

行）。

为了提高计算的精度，我们可以增加单电子Hartree-Fock轨道的数目，也
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可以增加在DMRG计算中保留状态的数目。但同时这对于计算资源的要求也大

大的提高。

在下面我们将介绍一种轨道优化的方法，能够在数目较小的Hartree-

Fock轨道下，得到较精确的基态。

frozen orbital
(double occupied)

active orbital virtual orbital
( unoccupied)

frozen orbital
(double occupied)

active orbital virtual orbital
( unoccupied)

frozen orbital
(double occupied)

active orbital virtual orbital
( unoccupied)

DMRG

orbital reconstruction and  exchange

图 5.2: 轨道优化的流程图。

在图5.2中，我们给出了轨道优化的流程图。在图中，每个点代表着一个单

电子的Hartree-Fock轨道，我们按照一定的规则将它们排列成一条链。

1. 首先，选择一组单电子的Hartree-Fock轨道。我们将所有的轨道分成三

部分。将能量较低的轨道设置成双占据，对应于内层电子（如H2O中

的O的2s电子），这部分轨道叫做冻结轨道。将能量较高的轨道设置成空

占据，叫做空轨道。将中间能量的轨道用来做DMRG计算，这部分轨道

叫做活跃轨道。

2. 对于活跃轨道的部分进行标准的动量空间DMRG计算，得到系统的基

态。通过基态构造出单粒子的约化密度矩阵（one particle reduced density
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matrix），将其对角化。这样我们就将所有的活跃轨道做了一个幺正变换，

得到了一组新的轨道。这组轨道正是约化密度矩阵的本征态。

3. 将单粒子约化密度矩阵的本征值从小到大做一个排序。将对应本征值接

近于1的轨道和冻结轨道部分交换，将对应于小本征值的轨道和虚轨道部

分交换。这样就完成了一次活跃轨道的更新。

4. 在新的活跃轨道下做标准的动量空间DMRG计算。重复上面的过程，直

到冻结轨道和虚轨道部分中的所有轨道都涉及到一遍。

5. 重复上面的过程直到相应的物理量收敛。

在DMRG计算中，如果我们能够处理的单电子的Hartree-Fock轨道的数目

是N0，但是通过对轨道进行分类，我们能够处理更大数目的Hartree-Fock轨

道N1(N1 > N0)。由于DMRG的变分性质，涉及的轨道数越多，得到的基态

也越准。因此我们也预期这种方法在同样的条件下能够比传统的动量空间

的DMRG方法得到更精确的基态。

本质上，轨道优化的过程是在寻找在给定基矢数目时能够表示系统基态的

最优基矢的过程。在这个过程中单电子约化密度矩阵起着判定性的作用。

对于在给定单电子的Hartree-Fock轨道|i⟩下的波函数|ψ⟩，单粒子的约化密
度矩阵为：

ρi,j = ⟨ψ|c†icj|ψ⟩ (5.12)

它是一个N ×N的对称矩阵。将其做本征值分解：

ρi,j =
∑
k

UikΛkUjk (5.13)

其中U是幺正矩阵。用U对轨道|i⟩做线性变换：

|i′⟩ =
∑
i

Uii′|i⟩ (5.14)

得到重组后的轨道|i′⟩，在新的轨道下，单电子约化密度矩阵是对角的。即新的
轨道基矢|i′⟩ 是波函数|ψ⟩对应的单电子约化密度矩阵的本征态。我们注意到，
在传统的量子化学中，也存在类似的概念，叫做自然轨道（Natural Orbital）

[160]。
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单粒子约化密度矩阵的本征值可以理解为在给定的波函数|ψ⟩中，对应的
自然轨道在其中的重要性。如果本征值接近于1，则说明其占的比重较大，如

果接近于0，则说明它在波函数|ψ⟩中占的比重较小。因此，在轨道优化的过程
中，用单粒子约化密度矩阵和自然轨道作为轨道选择的判据是很自然的做法。

5.4 数数数值值值结结结果果果
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图 5.3: 水分子的能量随着DMRG步数的变化情况。三条线中活跃轨道数都

为18，总轨道数分别为47，28，18。在刚开始的几步，随着步数的增加，基态

能有很大的改善。在所有的轨道都被涉及到一次之后，基态能的改善变小。

在图5.3中我们做了一个简单的测试。我们选取了三组单电子的Hartree-

Fock轨道，6-311++G(2d, 2p), 6-311+G∗和6-31G∗。他们分别包含47，28和18个

单电子的Hartree-Fock轨道。在计算中，我们选取的是活跃轨道数是18，考虑

了所有水分子（H2O）的10个电子。对于6-31G∗基矢，因为它只包含18个轨道，

因此在这组基下的计算就是一个标准的动量空间的DMRG的计算。在其它的两

组基矢下，做完一次DMRG之后，我们每次将活跃轨道中占据数最低的3个轨

道和虚轨道部分的轨道交换。因此分别经过4次和10次DMRG计算之后我们能

将所有的轨道都涉及到一次。所有轨道都涉及到一次的计算叫做一次循环。
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在图5.3中每个点代表着一次DMRG的计算。在图中我们可以看到。在一

次循环内基态能量的改善是很明显的。在进一步的计算中，能量的改善不是很

明显。因为在第一次循环之后，所有的轨道都被涉及到，得到的基态已经很接

近于在给定轨道下的严格基态能量。
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图 5.4: 水分子的基态能随着总轨道数的变化情况。在三条线中活跃轨道数分别

为13，18，22。随着总轨道数的增加，基态能变小。

在图5.3中我们可以看到，总的Hartree-Fock轨道数目越多，最后收敛得到

的能量也越低，这和上面的讨论是一致。在图5.4中可以明显的看到这一点。在

图中，我们画出了水分子的基态能随着总的Hartree-Fock轨道数目的变化趋势。

三条不同的线分中活跃轨道的数目分别为：13，18，22。可以看到，水分子的

基态的能量几乎是随着轨道数目增加线性降低。这说明对轨道进行优化是很有

必要的。同时，我们注意到，轨道优化的时间随着总轨道数是线性增长的。这

说明我们提出的优化方法十分高效。

因此我们知道，在内存允许的条件下，我们应该尽量的增加体系的轨道

数。因为基态能量随着总轨道数的增加改善明显，而计算时间只是线性增长。

同时，我们研究了DMRG计算中，保留状态数M对基态能量的影响。 在

图5.5中，我们选择了28个Hartree-Fock轨道，活跃轨道的数目是18。三条不同
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图 5.5: 水分子的基态能在不同的保留状态数下随DMRG步数的变化情况。总的

轨道数为28，活跃轨道数为18。三条线代表的保留状态数分别为32，64，128。

可以看出，在DMRG计算中保留状态数越大，得到的基态能量越低。

的线分别代表的着保留状态数为M = 32, 64, 128。可以看到，随着保留状态数

的增加，基态的能量逐渐下降。进一步的增加保留状态数，基态的能量也会下

降，但是幅度会越来越小。

所以在给定资源（内存和CPU计算时间）下，并不是保留状态数M越大越

好。因为当M增加到一定的程度时，同等条件下，继续增加M带来的基态能量

的改善可能会比增加总的Hartree-Fock轨道数和活跃轨道数带来的改善小。

我们目前知道的水分子的基态能量的最精确的结果是Garnet Kin-Lic

Chan 和Martin Head-Gordon的结果[109]。他们通过保留41个Hartree-Fock轨

道，在DMRG计算中保留M = 6000个态，得到水分子的能力为−76.314715(Eh)。

我们利用上面介绍的轨道优化的方法，选取一组Hartree-Fock轨道基矢（数目

大于41），在活跃轨道数为41的情况下，仅仅保留几百个态就能够得到更低的

基态能量。

在图5.6中，我们固定活跃轨道的数目为41，选取了两组Hartree-Fock轨道，

轨道的数目分别是92和172。从图中可以看到，在DMRG计算中，仅仅保留128
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图 5.6: 在41个活跃轨道下水分子的基态能随DMRG步数的变化情况。红线和

黑线中总轨道数分别为92和172。除了最后一步在DMRG 计算中的保留状态数

为500外，其它步的保留状态数都为128。虚线是[109]中的结果。

个态，我们就能得到比[109]中的结果更低的基态能量。在最后一步，当我们将

保留状态数进一步提高到500的时候，基态的能量进一步下降。这说明轨道优

化的方法在量子化学的计算中是有很大的潜力的。

为了进一步的提高计算精度，我们选择了总数为172的Hartree-Fock 轨道，

设置活跃轨道数的数目是61个。在DMRG的计算中，我们保留了150个态，在

最后一步的计算中，我们将保留态的数目增加到300。我们得到的水分子的

基态能量为:−85.567(Eh)。这个值已经可以和92个轨道的Monte Carlo和电子

耦合簇（Coupled Cluster）展开的结果相比拟，见表5.1。但是需要强调的是，

DMRG的计算是变分的。

5.5 小小小结结结

在这章中，我们了一种在量子化学DMRG计算中的轨道优化方法。我们根

据各个轨道在单粒子约化密度矩阵的本征值来区分他们在基态中的比重，从一

组数目较大的Hartree-Fock轨道中选择出最能表述基态的轨道。这种方法相比
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表 5.1: 不同方法得到的水分子基态能的比较。我们的结果是从172个Hartree-

Fock轨道中选择了61个活跃轨道得到。除了最后一步保留的状态数是300，其

它步的保留状态数是150。

方法 轨道数 基态能量

HF 92 -85.256

CCSD(T) 92 -85.563

QMC (Ref. [161]) 92 -85.567

DMRG (Ref. [109]) 41 -85.512

DMRG (present work) 61 -85.567

传统的动量空间的DMRG方法，在相同的计算资源下能够得到更精确的基态。

我们研究了水分子的基态，通过从172个Hartree-Fock轨道中选择61个轨道，计

算出的水分子的基态能和92个轨道的Monte Carlo和耦合簇（Coupled Cluster）

展开的结果可以比拟。





第第第六六六章章章 结结结语语语

本论文分为两个部分。第一部分我们讨论了一个推广的海森堡模型，并详

细的研究了一维情况下这个模型的性质。第二部分，我们提出了在量子化学计

算中一种基于密度矩阵重正化群的优化Hatree-Fock轨道的方法，并通过对单个

水分子的计算，证实了这个方法的有效性。

首先，我们回顾了自旋的另外一种解释：在中心存在磁单极子的球面上运

动的自由电子的对称群（磁平移群）的生成元，即这个单粒子体系对应的角动

量算符。求解这个量子力学问题我们知道，穿过球面的磁通量子数（2Q）必须

是量子化的（取整数）。Q是轨道角动量的取值，因此，由于磁单极子的作用，

轨道角动量除了能取整数值外，还能取半整数。

当我们把球面推广到环面后，对应的磁平移群变成一个有限群。它的生

成元是Ux和U y。由Ux和U y 可以生成Zm × Zm群。对应的薛定谔方程的解够成

了Zm × Zm群的投影表示。m是穿过环面的磁通量子数，它也是量子化的。

将海森堡链中的自旋算符推广到Ux和U y，可以得到一类新的一维模型–

Quantum Torus Chain，哈密顿量为：H =
∑

i(cos θ U
x
i U

x†
i+1 + sin θ U y

i U
y†
i+1 +

h.c.)。我们知道对于反铁磁的海森堡链，整数和半整数自旋对应体系的性质

有很大的不同。整数自旋反铁磁海森堡链的激发存在能隙，基态关联函数

指数衰减。而半整数反铁磁自旋链的激发无能隙，关联函数幂次衰减。这正

是Haldane猜想的内容。通过研究自旋对应的低能有效模型：非线性σ模型，

Haldane发现在有效模型中存在一个拓扑项，这一项仅仅在半整数自旋时起作

用，正是这一项的出现导致了能隙的关闭。

虽然Quantum Torus Chain的对称性是离散的，但我们也发现了类似Haldane

猜想的结论。对于模型中的一个参数m（穿过环面的磁通量子数），奇数和偶

数对应的模型的性质也大为不同。在θ = 0附近，m为偶数时，体系的激发存在

能隙。而m为奇数时，体系的激发一般无能隙。

我们详细的研究了m = 3的情形。通过分析模型的对称性，我们得到了所

有可能的能级简并度。进而我们通过精确对角化，密度矩阵重正化群和基于矩

阵乘积态的算法，研究了它的相图。在θ的不同区域我们发现了有能隙相和无
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能隙相。对于有能隙的相，我们发现了基态都是简并的。这和文小刚等人关

于一维体系的分类的结果相吻合。对于临界相，我们通过纠缠熵和链长的关

系S ∼ c/6 log(L)拟合出了对应的共形场论的中心荷（c）。数值结果表明，在两

个临界相，中心荷都为2。小尺寸的精确对角化的结果往往能给出临界体系对

应的共形场的信息。但在Quantum Torus Chain中，由于较强的有限尺寸效应，

我们没能最终确定临界相对应的具体的共形场。在相图中我们发现了两个一级

相变点和一个连续相变点。在连续相变点，能量的二级导数没有出现奇异。因

此我们判断这是一个Kosterlitz-Thouless类型的相变。

在一维格点体系中，如果每个格点的物理状态是体系对称性的投影表

示，则不存在对称性保护的相。这正对应于我们研究的模型。所以在Quantum

Torus Chain中，有能隙的相都是对称性破缺的相。原则上，我们可以构造一个

新的哈密顿量，使得单个格点的物理状态构成Zm × Zm的线性表示，在这样的

体系中会出现类似AKLT模型基态的对称性保护的拓扑相。在本论文中，我们

仅仅研究了一维的情形，我们将向二维的推广留作以后研究的课题。

自从S. R. White提出了密度矩阵重正化群方法后，它就被迅速推广到各个

领域。至今为止密度矩阵重正化群在量子化学领域得到了迅速的发展。我们

提出了一种在量子化学密度矩阵重正化群计算中优化Hartree-Fock轨道的方法。

将密度矩阵重正化群方法应用到具体化学体系（分子等）时，由于对应的二次

量子化的哈密顿量存在长程相互作用，我们能够处理的Hartree-Fock轨道数目

有限。为了在有限的轨道数下寻找最能精确描述体系基态的轨道，我们将数目

较大的Hartree-Fock轨道分成三部分：冻结轨道部分，活跃轨道部分和虚轨道

部分。冻结轨道对应于双占据的内层电子。虚轨道对应于占据数为0的轨道。

密度矩阵重正化群计算仅仅是在活跃轨道部分进行。在得到系统的基态后，利

用它构造出单粒子约化密度矩阵。将单粒子约化密度矩阵对角化，利用得到的

幺正矩阵对轨道做线性变换就能得到一组新的轨道，在量子化学中叫做自然轨

道。相应的本征值的大小代表着各自然轨道在基态中的比重。我们将占据数接

近1的自然轨道和冻结轨道交换，将占据数接近于0的自然轨道和虚轨道交换。

重复这样的过程就能找到给定轨道数下最能精确表示体系基态的轨道。

我们研究了单个水分子的基态。在172个Hartree-Fock轨道基矢下选取61个

轨道作为活跃轨道，得到了水分子的精确的基态能量。我们得到的结果和利

用92个轨道的蒙特卡洛和耦合簇展开的结果是可以比拟的。
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这种轨道优化的方法不仅仅局限于密度矩阵重正化群的计算。我们可以将

得到的优化的轨道作为其它的量子化学方法（例如精确对角化）的输入，从而

得到更精确的基态。





附附附录录录 A 群群群的的的投投投影影影表表表示示示

在这章里，我们主要介绍一下群的投影表示有关的概念。我们主要参

考[162, 163]。

A.1 群群群的的的简简简介介介

在这章我们简要介绍一下群的基本概念。

A.1.1 群群群的的的定定定义义义

对于一个集合G，我们对集合中的元素定义了乘法规则。如果这个集合满

足以下要求：

1. 封闭性：如果a ∈ G, b ∈ G,则有ab ∈ G。

2. 结合性：∀a, b, c ∈ G, a(bc) = (ab)c。

3. 存在一个恒元e，∀a,∈ G, ea = a。

4. 存在逆元素：∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G使得a−1a = e。我们就说集合G是一个群

（group）。关于群的定义有很多种，以上只是给出了群的一种常用的定

义。

群中元素的个数叫做群的阶，用|G|表示。阶有限的群叫做有限群，阶无穷大
的群叫无限群。如果对于群G中的任何两个元素a, b，满足

ab = ba (A.1)

则称群G为阿贝尔群，否则成为非阿贝尔群。

A.1.2 子子子群群群

子群是群的一个子集。如果H ⊂ G,而且G本身也构成一个群，满足在H中

乘法的定义和对应的元素在G中的定义一样。则成H是G的子群。
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A.1.3 陪陪陪集集集,不不不变变变子子子群群群和和和商商商群群群

假设阶数为g的群G有一个阶数为h的子群H。H为：

H = {s1, s2, ..., sh}, s1 = e (A.2)

对于群G中的任意一个不属于H的元素rj,把它左乘或者是右乘到子群H上，

得到群G的两个子集：

rjH = {rj, rjs2, ..., rjsh}

Hrj = {rj, s2rj, ..., shrj} (A.3)

rjH和Hrj叫做子群H的左陪集和右陪集。因为陪集不含有恒元e，陪集不是子

群。可以证明，陪集和子群没有公共的元素，陪集中也没有重复的元素。

一般情况下左陪集和右陪集：rjH和Hrj是不相同的。但是如果子群H满足

以下的条件:

riH = Hri, ∀ri ∈ G (A.4)

则我们把子群H叫做不变子群或者正规子群，即对于群G中的任何不属于子

群H的元素与H构成的左陪集和右陪集都相同。

如果我们把不变子群H和所有的陪集组成一个集合，H和陪集都是这个集

合的元素。按照元素在群G中定义的乘法，我们可以定义不变子群和陪集之间

的乘法。可以验证这个集合满足群的定义。我们把这个群叫做G关于不变子

群H的商群。记作G
H
。显然不变子群H是商群G

H
的单位元。不变子群和商群的

阶满足如下的关系。

|G
H
||H| = |G| (A.5)

A.1.4 中中中心心心

假设H和G是两个群，同时定义了它们元素之间的乘法。我们把G中和所

有H的元素对易的元素组成的集合叫做H在G中的中心。记作

Z(H|G) = {g : ghg−1 = h,∀h ∈ H, g ∈ G} (A.6)
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H可以是G的子群，也可以不是G的子群。如果H = G,则记作：

Z(G) = Z(G|G) (A.7)

称作Z(G)是G的中心。显然Z(G)是G的子群。它是由与G的一切元素对易的元

素组成的集合。可以证明它是G的不变子群，同时它是一个阿贝尔群。

A.1.5 同同同态态态与与与同同同构构构

对于两个群G = {gi}和G′ = {g′i}，如果存在一个映射f，使得f : G →
G′, f(gi) = g′j且满足：

f(gigj) = f(gi)f(gj), ∀gi, gj ∈ G (A.8)

则称f是G → G′的同态映射，简称同态。G和G′的关系称为G′同态于G，记

作G′ ∼ G。如果映射f是一个一一映射，则称G和G′是同构的，记作G′ ≈ G。

在G中所有与G′中的恒元e′对应的元素的集合H叫做同态对应的核，它是

群G的不变子群。在G中所有与G′中的其它任一非恒元素对应的元素的集合构

成G的陪集。因为同态对应的核H是G的不变子群，则群G′与群G关于H的商群

同构：

G′ ≈ G

H
(A.9)

A.1.6 扩扩扩张张张和和和中中中心心心扩扩扩张张张

对于两个群G和G′，如果它们之间存在一个同态关系G′ ∼ G，同态的核

为H ⊂ G。则称群G是群G′按照H的扩张。由同态和扩张的定义可以看出，他

们互为逆操作。同态把一个高阶群映射到一个低阶群，而扩张则把一个低阶群

映射到一个高阶群。

如果H ⊂ Z(G)，即H是G的中心的子群，则称G是G′按照H的中心扩张。

A.2 群群群的的的线线线性性性表表表示示示

如果行列式不为0的m × m的的集合构成群D(G)与给定的群G同态，则

称D(G)为群G的一个m维的线性表示：

D(G) ∼ G (A.10)
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与G中元素对应的矩阵D(R)称为R的表示矩阵，它的迹Tr(D(R))称为R的

特征标。如果从G的映射D(G)是一个一一映射，即D(G) ≈ G。则此表示为真

实表示。

如果群G中的所有的元素R在两个不同的表示D(G)和D(G)中的表示矩阵

存在如下的相似变换：

D(R) = X−1D(R)X (A.11)

其中X是幺正矩阵。则称表示D(G和表示D(G)等价，记作D(R) ≃ D(R)。

如果群G的表示D(G中的每一个元素D(R)都可以通过一个相似变换X化成

同一形式的阶梯矩阵：

X−1D(R)X =

(
D(1)(R) M(R)

0 D(2)(R)

)
(A.12)

则称此表示是可约表示，否则称为不可约表示。

A.3 群群群的的的投投投影影影表表表示示示

A.3.1 投投投影影影表表表示示示的的的定定定义义义

上面我们介绍了群的群表示的基本概念，下面我们着重介绍下群的投影表

示的概念。

当我们讲到群G的线性表示D(G)时，意味着G和D(G)之间存在一个映射

关系：

D(gigj) = D(gi)D(gj), gi, gj ∈ G (A.13)

对于一个量子体系，对称操作可以构成一个群。体系的任一能级对应的波

函数将构成这个群的表示。但我们知道在量子力学中，态ψ和态aψ（a是一个复

数）是等价的。所以物理上可以存在一类表示D(g) = a(g) ˆD(g)，带入(A.13)我

们可以得到：

D̂(gi)D̂(gj) =
a(gigj)

a(gi)a(gj)
D̂(gigj), gi, gj ∈ G (A.14)

我们定义
a(gigj)

a(gi)a(gj)
= ω(gi, gj)，可以得到：

D̂(gi)D̂(gj) = ω(gi, gj)D̂(gigj), gi, gj ∈ G (A.15)
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我们把满足(A.15)的表示称为投影表示。我们可以看到投影表示由两部分组成，

矩阵D̂和因子ω(gi, gj)。当对于任意的gi, gj,ω(gi, gj) = 1 恒成立时，投影表示退

化成正常的线性表示。需要注意的是ω(gi, gj)中的顺序i, j不能交换。

和一般的线性表示一样，我们可以定义投影表示的等价，可约，不可约表

示。显然，等价表示的因子ω(gi, gj)是相同的。

一个投影表示，一共有|G|2个因子ω(gi, gj)。这|G|2个数必须满足一系列
的性质。可以证明，|G|2个数ω(gi, gj)能作为投影表示的充要条件是满足如下
的|G|3个等式：

ω(i, j)ω(ij, k) = ω(i, jk)ω(j, k) (A.16)

在上面的等式中我们用ω(i, j)代替ω(gi, gj)以简化表达式。可以看到，上面的等

式即是满足群的定义中的结合律要求。

我们做变换：

Ĝ′(gi) = ϵiĜ(gi), ∀gi ∈ G (A.17)

其中ϵi是个常数。我们称这样的变换叫做规范变换。Ĝ′和Ĝ称为规范等价的投

影表示，他们的因子之间的关系为：

ω
′
(i, j) = ϵiϵjϵ

−1
ij ω(i, j) (A.18)

在一般的情况下，ω(e, e) ̸= 1。但是总可以通过一个规范变换使得ω
′
(e, e) =

1。我们作规范变换：

Ĝ′(e) = ω(e, e)−1Ĝ(e) (A.19)

可以得到：

Ĝ′(e)Ĝ′(e) = ω(e, e)−1ω(e, e)Ĝ′(e) = Ĝ′(e) (A.20)

上面的等式即表示ω
′
(e, e) = 1。我们称满足ω

′
(e, e) = 1的投影表示为标准形式

的投影表示。在标准形式下有：

Ĝ(e)Ĝ(e) = Ĝ(e) ⇒ Ĝ(e) = I (A.21)

即在标准形式下，单位元素的投影表示是一个单位矩阵。进一步我们有：

Ĝ(e)Ĝ(g) = ω(e, g)Ĝ(g) = Ĝ(g) ⇒ ω(e, g) = 1, ∀g ∈ G (A.22)
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同时：

Ĝ(g)Ĝ(g−1) = ω(g, g−1)Ĝ(e)

Ĝ(g−1)Ĝ(g) = ω(g−1, g)Ĝ(e)

⇒ ω(g, g−1) = ω(g, g−1) (A.23)

如果我们进一步取规范变换：

Ĝ′(gi) = ϵiĜ(gi), ϵ
|Ĝ|
i = (det Ĝ(gi))

−1, ∀gi ∈ G (A.24)

可以证明：

ω
′|Ĝ|(gi, gj) = 1 (A.25)

也就是说所有的因子ω(gi, gj)都是1的|G|次根。我们称满足(A.25)和ω(e, e) =

1的因子组称为标准归一化的因子组。任何一个投影表示，总可以通过规范变

换将它的因子组转化成标准归一化的因子组。我们称这样的投影表示叫标准归

一化的投影表示。

A.3.2 不不不可可可约约约投投投影影影表表表示示示的的的构构构造造造方方方法法法

上面我们简要的介绍了投影表示和因子组的一些性质，下面我们介绍怎样

构造投影表示。

为了寻找群G的不可约投影表示，我们引进群G的覆盖的概念。我们定义：

如果存在群G′,它的不可约线性表示Ĝ′也是群G的不可约投影表示Ĝ，那我们称

群G′是群G的覆盖群。

于是，寻找群G的投影表示的问题就变成了如何由群G来构造它的覆盖

群G′的问题。因为一旦我们找到了覆盖群G′，留下的问题就是寻找G′的线性不

可以表示的问题了。群的线性表示理论原则上已经解决了这个问题。下面我们

来介绍如何由群G构造覆盖群的几个定理。

定定定理理理 A.3.1.

设群G′是群G按照子群N ′的中心扩张（关于中心扩张的定义见前面），并且在

映射f : G
′ → G的同态f上加上一个辅助条件：每个元素g ∈ G，都有唯一的原

像g
′ ∈ G

′
，那么G′可以作为G的覆盖群。
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此定理也告诉我们如果构造覆盖群G′。实际上覆盖群G′就是服从辅助条件

的G按照N
′
(⊂ Z(G

′
))的中心扩张。

我们选择标准归一化的因子组，可以把ω(i, j)写成：

ω(i, j) = exp(
2πizi,j
n

) (A.26)

这里n和zi,j都是正整数。n是投影表示的维数。由(A.26)可以知道对于每一个因

子ω(i, j),可以找到一个正整数和它对应（正确到n的整数倍），我们记这种对应

为

ω(i, j) ↔ zi,j, mod n (A.27)

相对应的，因子组满足的条件变成：

zi,j + zij,k = zi,jk + zj,k

ze,e = ze,g = zg,e = 0 mod n, ∀g ∈ G (A.28)

现在我们取一组正整数Zn = {0, 1, 2, ..., (n − 1)}。这n个数组成一个
mod n的n阶循环加法群，作G和Zn的直积集合：

G′ = G× Zn = {(g, Zi) : g ∈ G,Zi ∈ Zn} (A.29)

G′中元素的个数为|G′| = |G||Zn|。进一步我们对G′中元素定义乘法规则：

(gi, zl)(gj, zm) = (gigj, zl + zm + zi,j) (A.30)

这里Z的加法是在 mod n的意义下的加法。由(A.30)定义的乘法使得集合G′构

成一个群。这一点可以很容易由群的定义验证。

G′有一个子群：

Z̃n = {(e, zl) : zl ∈ Zn} (A.31)

Z̃n中的每一个元素与G
′中的所有元素对易，所以：

Z̃n ⊂ Z(G′) (A.32)

由此可见G′是G按照Z̃n的中心扩张。 Z̃n正好是G
′到G的同态的核，整个集

合Z̃n对应于G中的恒元e。
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现在我们把G′中的g′ = (g, 0)与G中的g之间建立唯一的对应：

g′ = (g, 0) ↔ g, ∀g ∈ G (A.33)

那么我们有如下的对应：

gigj = gk ⇒ (gi, 0)(gj, 0) = (gigj, zi,j) = (e, zi,j)(gigj, 0) (A.34)

因为有ze,g = 0, ∀g ∈ G。在定义了对应关系(A.33)后，G′是G的覆盖群。

现在假设Ĝ′是G′的线性表示。定义：

Ĝ(g) = Ĝ′(g
′
) = Ĝ′((g, 0)) (A.35)

我们可以知道Ĝ(g)是群G的投影表示。现在h
′
i,j = (e, zi,j)是n阶循环群Zn的元

素，因此有：

Ĝ′(h
′

i,j) = Ĝ′((e, zi,j)) = exp(2πipzij/n)Î (p = 1, 2 · · · , n) (A.36)

不同的p对应于不同的不可约表示，在所有这些不可约表示中，仅当p = 1时，

才可以由上式得到正确的因子ω(i, j) = exp(
2πizi,j

n
). 因此在G′的所有不可约线性

表示中，满足p = 1的不可约表示，才是G哦投影表示。

由此可见，求G的因子为ω(i, j) = exp(
2πizi,j

n
)的不可约投影表示的问题，归

结为求G的中心扩张G′的p = 1的不可约线性表示的问题。因为由于：

(gi, 0)(e, zi) = (gi, zl)

⇒ Ĝ′((gi, zil)) = Ĝ′((gi, 0)(e, zi))

= Ĝ′((gi, 0))Ĝ
′((e, zi)) = Ĝ(gi)Ĝ

′((e, zi)) (A.37)

由于Ĝ′((e, zi))是常数矩阵。因此可以立即知道，若Ĝ
′是不可约的，那

么Ĝ也是不可约的；若G′是可约的，Ĝ也一定是可约的。反之亦然。并且由一

切可能的p = 1的不可约的线性表示Ĝ′构成了G的具有一定的因子的所有的不

可约表示。因为若存在一个不可约的投影表示Ĝ不包含在内，那么可以把它带

入(A.37)式，构造一个不可约的线性表示Ĝ1,它已经包含在原先的所有G的不可

约比表示中了。反过来构造的Ĝ也就不可能是新的不可约投影表示了。至此我

们完成了如何寻找给子因子的所有的不可约投影表示的问题。
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假设我们有群G的投影表示u1(g),因子是ω1(g1, g2),在规范变换的意义下将

这类表示记作w1类，同样有另外的一个投影表示记作u2(g),因子是ω2(g1, g2), 记

作w2类。显然，u1(g)⊗u2(g)也是群G的投影表示，它的因子组是ω1(g1, g2)ω2(g1, g2)。

对应的投影表示类可以记作ω1 + ω2。在这样的规则下，投影表示的因子构成一

个阿贝尔群。一般叫做群G的上同调群，记作H2(G,C)。这个群中的恒元e就是

群G的线性表示够成的类。

下面举几个简单的例子[18]：

1. 循环群Zn没有非平庸的投影表示。即G = Zn,H
2(G,C)只包含恒元e.

2. 一个简单的有非平庸表示的群是阿贝尔的群D2 = Z2 ×Z2。对于其中的四

个元素(0/1,0/1)，考虑泡利矩阵，g(0, 0) =

[
1 0

0 1

]
, g(0, 1) =

[
0 1

1 0

]
,

g(1, 0) =

[
1 0

0 −1

]
, g(1, 1) =

[
0 −i
i 0

]
。我们可以验证这些矩阵构成

了D2的一个投影表示。

3. 当G = SO(3), H2(G,C) = Z2。这两个元素分别对应于SO(3)群的整数和

半整数表示。

更多上同调群的例子可以参考文献[21]。





参参参考考考文文文献献献

[1] L. D. Landau. Theory of phase transformations. i. Phys. Z. Sowjetunion,

11:26, 1937.

[2] L. D. Landau and E.M. Lifschitz. Statistical Physics, Course of Theoretical

Physics Vol. 5. Pergamon, London, 1958.

[3] L. D. Landau V. L. Ginzburg. On the theory of superconductivity. Zh.

Eksp. Teor. Fiz, 20:1064, 1950.

[4] P.W. Anderson. An approximate quantum theory of the antiferromagnetic

ground state. Phys. Rev., 86:694–701, Jun 1952.

[5] L.D. Faddeev and L.A. Takhtajan. What is the spin of a spin wave? Physics

Letters A, 85(6-7):375 – 377, 1981.

[6] Chanchal K. Majumdar and Dipan K. Ghosh. On next-nearest-neighbor

interaction in linear chain. i. Journal of Mathematical Physics, 10(8):1388–

1398, 1969.

[7] Elliott Lieb and Daniel Mattis. Ordering energy levels of interacting spin

systems. Journal of Mathematical Physics, 3(4):749–751, 1962.

[8] Elliott Lieb, Theodore Schultz, and Daniel Mattis. Two soluble models of

an antiferromagnetic chain. Annals of Physics, 16(3):407 – 466, 1961.

[9] Ian Affleck and ElliottH. Lieb. A proof of part of haldane’s conjecture on

spin chains. Letters in Mathematical Physics, 12(1):57–69, 1986.

[10] Hal Tasaki. Quantum liquid in antiferromagnetic chains: A stochastic

geometric approach to the haldane gap. Phys. Rev. Lett., 66:798–801, Feb

1991.



110 一类一维量子模型的研究

[11] Marcel den Nijs and Koos Rommelse. Preroughening transitions in crystal

surfaces and valence-bond phases in quantum spin chains. Phys. Rev. B,

40:4709–4734, Sep 1989.

[12] Y. Hatsugai and M. Kohmoto. Numerical study of the hidden antiferro-

magnetic order in the haldane phase. Phys. Rev. B, 44:11789–11794, Dec

1991.

[13] Kazuo Hida. Crossover between the haldane-gap phase and the dimer phase

in the spin-1/2 alternating heisenberg chain. Phys. Rev. B, 45:2207–2212,

Feb 1992.

[14] F. C. Alcaraz and Y. Hatsugai. String correlation functions in the

anisotropic spin-1 heisenberg chain. Phys. Rev. B, 46:13914–13918, Dec

1992.

[15] Tom Kennedy and Hal Tasaki. Hidden z2 × z2 symmetry breaking in

haldane-gap antiferromagnets. Phys. Rev. B, 45:304–307, Jan 1992.

[16] Tom Kennedy and Hal Tasaki. Hidden symmetry breaking and the hal-

dane phase ins=1 quantum spin chains. Communications in Mathematical

Physics, 147(3):431–484, 1992.

[17] Xie Chen, Zheng-Cheng Gu, and Xiao-Gang Wen. Local unitary transfor-

mation, long-range quantum entanglement, wave function renormalization,

and topological order. Phys. Rev. B, 82:155138, Oct 2010.

[18] Xie Chen, Zheng-Cheng Gu, and Xiao-Gang Wen. Classification of

gapped symmetric phases in one-dimensional spin systems. Phys. Rev.

B, 83:035107, Jan 2011.

[19] Zheng-Xin Liu, Xie Chen, and Xiao-Gang Wen. Symmetry-protected topo-

logical orders of one-dimensional spin systems with D2+t symmetry. Phys.

Rev. B, 84:195145, Nov 2011.



参考文献 111

[20] Xie Chen, Zheng-Cheng Gu, and Xiao-Gang Wen. Complete classification

of one-dimensional gapped quantum phases in interacting spin systems.

Phys. Rev. B, 84:235128, Dec 2011.

[21] Xie Chen, Zheng-Cheng Gu, Zheng-Xin Liu, and Xiao-Gang Wen. Symme-

try protected topological orders and the group cohomology of their sym-

metry group. Phys. Rev. B, 87:155114, Apr 2013.

[22] Steven R. White. Density matrix formulation for quantum renormalization

groups. Phys. Rev. Lett., 69:2863–2866, Nov 1992.

[23] Steven R. White. Density-matrix algorithms for quantum renormalization

groups. Phys. Rev. B, 48:10345–10356, Oct 1993.

[24] Kenneth G. Wilson. The renormalization group: Critical phenomena and

the kondo problem. Rev. Mod. Phys., 47:773–840, Oct 1975.

[25] H. R. Krishna-murthy, J. W. Wilkins, and K. G. Wilson. Renormalization-

group approach to the anderson model of dilute magnetic alloys. i. static

properties for the symmetric case. Phys. Rev. B, 21:1003–1043, Feb 1980.

[26] H. R. Krishna-murthy, J. W. Wilkins, and K. G. Wilson. Renormalization-

group approach to the anderson model of dilute magnetic alloys. ii. static

properties for the asymmetric case. Phys. Rev. B, 21:1044–1083, Feb 1980.

[27] Patrick A. Lee. Real-space scaling studies of localization. Phys. Rev. Lett.,

42:1492–1494, May 1979.

[28] Patrick A. Lee and Daniel S. Fisher. Anderson localization in two dimen-

sions. Phys. Rev. Lett., 47:882–885, Sep 1981.

[29] S. T. Chui and J. W. Bray. Computer renormalization-group technique

applied to the hubbard model. Phys. Rev. B, 18:2426–2430, Sep 1978.

[30] J.W. Bray and S. T. Chui. Computer renormalization-group calculations of

2kF and 4kF correlation functions of the one-dimensional hubbard model.

Phys. Rev. B, 19:4876–4882, May 1979.



112 一类一维量子模型的研究

[31] Jorge E. Hirsch. Renormalization-group study of the hubbard model. Phys.

Rev. B, 22:5259–5266, Dec 1980.

[32] C Dasgupta and P Pfeuty. Real-space renormalisation-group study of the

one-dimensional hubbard model. Journal of Physics C: Solid State Physics,

14(5):717, 1981.

[33] Tao Xiang and G.A. Gehring. Real space renormalisation group study of

heisenberg spin chain. Journal of Magnetism and Magnetic Materials, 104-

107, Part 2(0):861 – 862, 1992. Proceedings of the International Conference

on Magnetism, Part II.

[34] Steven R. White and David A. Huse. Numerical renormalization-group

study of low-lying eigenstates of the antiferromagnetic S =1 heisenberg

chain. Phys. Rev. B, 48:3844–3852, Aug 1993.

[35] Stefan Rommer and Stellan Ostlund. Class of ansatz wave functions for

one-dimensional spin systems and their relation to the density matrix renor-

malization group. Phys. Rev. B, 55:2164–2181, Jan 1997.

[36] J. Eisert, M. Cramer, and M. B. Plenio. Colloquium : Area laws for the

entanglement entropy. Rev. Mod. Phys., 82:277–306, Feb 2010.

[37] M. Fannes, B. Nachtergaele, and R.F. Werner. Finitely correlated states

on quantum spin chains. Communications in Mathematical Physics,

144(3):443–490, 1992.

[38] Bruno Nachtergaele. The spectral gap for some spin chains with dis-

crete symmetry breaking. Communications in Mathematical Physics,

175(3):565–606, 1996.
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